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1.   OGÓLNIE O LOGICE. 
 
 1.1 LOGIKA W PERSPEKTYWIE  HISTORYCZNEJ. 
 
DZIEJE TERMINU ‘LOGIKA’.  
Termin ‘logikaD
�������!�������������
�����������#���DEMOKRYTA (460-371) w tytule 
����� �����a O sprawach logicznych, czyli kanon. Problematyka logiczna w kwestiach 
��E���������� ��������� �������!�
� ��� ������ �������������#�������SOKRATESA (469-
399) i jego ucznia PLATONA (427-347).  
   Pismom logicznym ARYSTOTELESA (384-322); Kategorie (o nazwach), O 
�����������	
���
(o zdaniach), Analityki pierwsze (o wnioskowaniu),  Analityki wtóre (o 
metodologii nauk), Topiki (o wnioskowaniu ‘prawdopodobnym’), O dowodach 
sofistycznych $���+�������������������������������%����������������������Organon - po 
polsku ‘����#����D� –� ���!� ���������� �����#���� ������� �������+��� �� �����#���+��� ����
E�����E�������� 0����������� ����� ������"� ���������
� ���� ����������� ����������� ��#� ���
������� ��������� 3��������� ����#����� ���
� ���� ����� ������ ���#� �� ������������
� �����E��
���������"� �� ��������"� ����������� ������#�� � 8��� ������� ��������������� ����������
‘analityczny’- dowodowy; ‘fizyczny’ – rozumowanie o zagadnieniach przyrodoznawstwa; 
‘dialektyczny’ –� ������������ ����������� ��� ��������� ��������������&�� STOICY 
(III-55������������:&�%������������� ��#� ���������F�����������#+"�E�����E��D����� ����+������
�������� 3����#� �������� ��������� ��G������� �������� F����������D� �� ���� ���+���� �������
����������������������!������!����+�������������$H55�����%��*��HI55����������������
��!� ������� F������D�� 8����nem ‘logika formalna’ nazywa KANT (1724-1804) system 
������� 0�����������
� ������ ���!��� ������� ��� ����������� �� ����������� 3������
�����������������.�����������������#��������������������������� 

 
���3��������������������������������������������������&������#��>��������������#�����:&���
(IV-555����������������:&�%��������!������4������$I������������:&�%��	����������#�������������
�������#����
� ������� ���������� �� ���#���� ������������ &����
�����
� ������+��� ���
�������������� �������������&� ���#"� ����� ������������ ��������
� �� �&����������
���������������� 6������� ��#� �������
� ��� ���� �����
� ���������� ����������� ��������
��������� ������������ ������������&� �������� �������� ��������+��� ��������
�
$���������
%�� 	�� ������� ������������ ��#� E�����E��
� �� �� ����������+��� ��E������� ����
���������
� �� ���������&� ����&� �����!�����&� ������������ ��E������
� ���������� ��
�����������������������F�����!���D���#�����������#��������������E�����E�����J��������, 
ELEACI oraz MEGAREJCZYCY.  
 
     
SOFIZMAT := (gr. sophisma –� E�������� �������
� ����#�%� ����mowanie w którym 
+���������������������������������
���������������������������������������������+����
	�������K�
����
���
��	������
�
������
���
��	����
��
����������
�����
���������
����� 
 
ANTYNOMIA :=������������������
�������&������������������#���"����wolone prowadzi 
�����������������������������������������������������������!��+����������+����������
����� �������� $������ ��� ���������+��%�� 	�������K� Zdanie, które teraz wypowiadam jest 
����������
 >���� ��� ������� ����� ���������� .������ $����� �&�� 3���%� ��������wana 
Eubulidesowi z IV wieku p. n. Ch., uczniowi Euklidesa. 
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PARADOKS := (od greckiego paradoksos - nieoczekiwany, nieprawdopodobny)    
rozumowanie pozornie poprawne, które prowadzi do wniosków jawnie niezgodnych z 
��������������������+�����������������������������������������&��������&��	�������K�
‘������
�������
����
�
�� ���
�!��"�
�����
"��	
�
������
�����"����
������	�
#�
�������

��
�
�� ���
�!��"�
��"� ����
��
�������
�����	
����	
����
�
�����"����
������	�
�����

����
���
����
 ���������
$����
"�����
 �������
�����
����
����
 ���������%
 
 (Ajdukiewicz, 
1948)  Jest to jeden z paradoksów Zenona z Elei (V wiek p. n. Ch.). 
 
>�!���������� �����������
�	�������������������������������������������E�������1�������
������� 0����������� ��������� ����#����
� ���#��� �������� ��!��� ����� �� �������
����������������� ��������"� ��������+"� ���������&� ��������
� �� ���������"� ��#����
*���� ����#������ ����� �������� SYLOGISTYKA (rachunek nazw). Arystoteles 
�E���������� ������!� ��	�
��	
�����������oraz 
����������������. Równolegle ze 
Stagiryt�
� ������� �� ��������� ��� �����
� ��������� ������� $2����� �� .�����
� :&������ �� L%
�
którzy stworzyli ��������
��.  
�*�����+���������������������������������������������&���������
��*��H55�����������#���
����������� ��������"� ����������������&� ����#�0�����������
� �� �� ��������������#��1������
����������&������������������ ��#������������������ (XIII w.), ���� �!�	���������� 
$H555���%���������������������Piotr Hiszpan�� ������������������������&��������
�$���
Ockham
�H5I���%�� ���!��������!���������"���Rajmundzie Lullusie (1235-1315), u 
����������!���������"��������������������������������������������1��F��������&D������
3������� ��������� ������ �� �����#�����&� ��+�������� ������+��� – Gottfried W. Leibniz 
(1646-BMBA%
� ������ ��������� calculus ratiocinator. )��� ��� ���&����
� ����#�������
rozumowanie, oparty o system znaków zwany przez Leibniza characteristica universalis.  
2�������� ������� ����� ���������������� ���#"�� (�!��� ������ ����"� �� ���������&�
E�����������
� �&�"� ��� ����� ���������� �������� ��������� �!� ��� ���������� �������������
stulecia. Od Leibniza pochodzi logiczna ��	�
���
���"������������������
�!��������������
�������������
�����������������������+����������������&
��������������������������� 
���	����������"���!��
�!�������������!������������������������������������
����������
w *���������
�������������E���������������������
������������������������������������ 
���	�������������������������������������#��������2������������ ����������� �����������
��������������������������1��������������John Stuart Mill (1806-1873) –��������������#�
indukcji; George Boole (1815-1864) – twórca algebry logiki wraz z Augustem De 
Morgan (1806-1878); Amerykanin Charles S. Peirce (1839-1914) i E. Schroeder (1841-
BNO<%�������#���������#���������������#���������� ���������������������&�����������!��������
uzasa���"���������+"� ����#���������������������K�&� ��
��'
����
������������
�����

�����
�����
����
�����
����������
(De Morgan).  
>�+��������������#�������������������"������#������$����������#%���������&��������

� ���
H5H� ����� ������ ����������� �����#�� *������ ������������ ������� �������� ��������
������������ ������E�������� $���������%
� �� ����� ��������� �������#��� �����#�
����������������E�������� 
 
KWANTYFIKATORY := �������������!�����������
� ��������&������������� ������ ��K�
���� ������	 x, ... (kwantyfikator ogólny); oraz: 
��

���� ���
�� ��� �� ... (kwantyfikator 
������������ ���� ��������������%�� 	������ ������ 0������� (��������� ��������� ���#����
kwantyfikatora.  
 
*��������������������������������������!��������#�����������������#������������������ - 
Gottlob Frege (1848-1925)
����������������#!��������#�����&��������
���������������
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�����#� ��� ����&�������� 2���������� ����&��������� ������������ ���� ������������ ���
�����������#��������
��������������
�������������K 

i. 3����������������#�����������+������ 
ii. (�+��������������������������&�cznym. 

iii. 2����K�3�������������#+��������&������� 
 

PSYCHOLOGIZM�KP�������������������������������������������+�������&����������&�
�����������&�������������� 
 
Q����
� ����� ��������
� ������������ ���&����� ���
� �� ������E��������� �� �������� ��������
����������� �E��������������
� �� ������� +��+��� ����+����� ���� ������ �#���
� ���� ���!��
���������� �� ������� ��E���������>���� ����������������
���������� ���������"� ���������#�
������ ����������&� ��� ������� $��������� ��#��%� ����� ����� ��������� �������������� +������
�����!���������������znaczania i znaczenia. 
 
LOGICYZM KP� � ������� �� E�����E��� ����������� �� ������� ����� ��������� ����
� ��
���������&� ����������� �����������
� !�� ����� ����������� ����� ������������� ��� ��������
Prócz Fregego rozwijali go B. Russell i A. N. Whitehead.  
 
6������������������Giuseppe Peano  (1858-BN@<%
��������� ����������������� ����������
�������&����� �!����
� �� ���������
������ ��� ��������������
� �������������� ��������
Q��������	����������
���������������������������������K 

  (��"�
A, to B,  
	����������K 

 A ⊃⊃⊃⊃ B  
$������������������������F:D
������������������������������Principów%��*��	�����������!�
pochodzi symbol  ∈
���������������������#�����!������������������������>����������������
grecka litera epsilon
���������������������������������εστι�
���������������������F��"D� 
 
2�+�Q�������&��������������F>�!����A, to BD���������������������J�������� 
 
 B  
 
 
  
 A 
 
 
	��������������������#������������������������������������������&
�������������������#���
��������#�– arytmetyka Peano. 
	�������������������������
� ����������������������, - Principia mathematica - napisali 
��������� ������� ������� �� ��������+���� E�����E����� - Bertrand Russell (1872-1970) i 
Alfred N. Whitehead (!861-BN=M%��	��������������������+"���������-E�����E��������������
����������������������������������
����������&���udziestego stulecia. 
Matematyk niemiecki Dawid Hilbert (1862-BN=@%� ���� ������� E���������
�
���������������� ����#���� ���������
� ��������� ����
� �� ���������&� ����������� ��
E�����E���������������)������������������������������������������������������� 
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FORMALIZM := kierunek w filozofii matematyki i logiki oraz podstawach matematyki 
�����������
� !�� ������� ������� �������������&� ��� ������������������� ��������
�������������
�������������E�������������� 
 
8�������������������
�������������������������������������&�����������
�����������!���
filozofii matematyki, jest Luizen E. J. Brouwer (1881-1966). 
 
INTUICJONIZM := kierunek w filozofii matematyki i logiki oraz podstawach 
�������������������
�!�������������+��������
��������������&���������������� ���������
������ ������ ����������&� ����� ������� ���������� 5������������ ����������� ���
konstruktywizmu. 
 
	�������� ���� ������������&� ������������� ��������� ����� ��#� ��������� ������������ ����
�������� �������� 0���������
� ������ ������ Kurt Gödel (1906-BNMR%
� ������������
zagadnienie postawion��������C�������
������������������+��������������B����#�����!���
�����BN<N
���������G������������
�!�����������������������������&���������������������������
� � ����� �������� �����
� �� ������� �������� ����������+��� ����������
� ��E������� 4������
���������������#�funkcji pierwotnie rekurencyjnych.  
Alfred Tarski (1901-BNR@%� ��E������� +��+��
� ��� ������� ������ �������������&� ������
�
������������ ���#���� �������� *�������� ���� ������ ����#� ���� ���������� ������������
�������� ��������
� ���������� ���� �� ����������
� �����
� �����e wszystkim w oczach 
���������������
���&���������������������� ���!����������������"�������������E�������
���� ������ �� �������� �����!�
� ���������������&�� �����"� ������� ��������� 6����E��
:������� �� 6�������� 	�������� ������� ���������� 8������ �������������� ��������#�
E�����E������&� ������� ��!��������&� ���#"
� ���������&� ��������� ��������  ������
równolegle Alan Turing (?-1954) i Alonzo Church (1903-BNNS%�����������������������
kolejny problem Hilberta –� ������������ �������������+��� ������� B�� ��#���� 5�&� �������
�
szczegó�����8������
���������������������������������������������������������#������
��������������� :&���&� $BN@S%� ������� ��������������
� ������ 8���� :&���&�� $!�� ������
E������� �����������&� ����������������� ����������� ��������E��������������������&%
���������
prawdziw�+"������������������������������������#���� 
 
*�� ����������������������!���� ������ ���������������������������	��������� ��#� ��������
wyników o charakterze formalnym. Profituje z tego filozofia analityczna, która korzysta z 
metod wypracowanych przez logików. )���������������
����������+������
�����&�������#�
��� ����� ������� ������K� ������� ������� $����������
� C������%
� ������� ������� $���������
�
8�����%�����������������������+���$����������$L%�Church, Turing, Gödel). (�����������������
����� �������� ���� ��!�� $�������� ��� �������� ������� �������������� ���� �� E�����E������%
� !��
������������ ����� ���� ����� �� ������� ��� ����"�� 1�+"� ���������"
� ��� ������� �� �����&�
���������������&� Handbook of Philosophical Logic� �������� ��#� �� �������&�
kilkusetstronicowych tomów. Handbook of Philosophical Logic wydawany obecnie, od 
�����<OO<
������!� ������ �������+���������������#�� ��� ��
� !������������������� ������
�������������������������� ���!�������������#��"
�!���������$������������E�������%������
����������!������������������ ����������������+�������������#����������������!�����!����
��������2��������
�!������������������������������������������������ 
 
	��#�����������������	�������	�������������������������������������+������������	������
przybywa Kazimierz Twardowski (1866-1938), od którego rozpoczyna swe istnienie 
������� E�����E������ ������ ��G����� ������� Lwowsko-���	���	�#�� ��������� ��!���
���������"
�!�����������������������&�������������!������������� ����#�������������K�
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$���%���	�������(1878-1956)&������	'���(������	���(1886-1939), Adolf Lindenbaum 
(1904-1941?)&���)��
� ��	��&�*"�!����$���	���	��&����)���+����,&������	'���
$�����	���(1906-1965), Andrzej Mostowski (1913-1975), Mordchaj Wajsberg (1902-
?), !�����������"������!��������&��3�����������������������"����������&���+���������
znaczeniu, jak �&�"���8������$�������������%
�/�����������$����������������+�����%� 
    
1.2 CO TO JEST LOGIKA I JAKI JEST CEL JEJ NAUCZANIA. 
 
(���#������������#��������"����
�������#��������+���������������#�������&�������K 
 
LOGIKA := �������������������������������+������������
.  
 
� ���������+�����������������������������������������>�+����#���������������E�����E�����
�
����#���������������������������������#�)�����)����#
���+�����+��#���������������E�������
�
�����!�������"���logice matematycznej. 
 
Dla porównania przytacz��� ������ ����+��
� ������
� ������ ���&����� ��� ������������&�
E�����E����*���+��������������������������������!��������������������&���������1 

 
Ogólna lecz czysta logika ... stanowi kanon intelektu i rozumu, ale jedynie, co do 
)����"���!
��������
����
	 ������. I. Kant, Krytyka czystego rozumu. T. I, s.141. 
 
#��
����������
���
��������
�����
������
���
������������
����
������
�
������	��
��
�
���

–
�� �
����	*
�	�!�
 �
�	"�	��
�����	
�
���������
����
�������
����
��
���	��
 �
)����

����
 �����
  ����
 �����
 ����*
 �
 ������*�
 +������
 ���������
 �� �
 ��
 �����*
 ������

���� ����
 ���
 �	�!�
�
 ���"�
–
"������
,���-
.������
�
��������
����������
 �����!
��	��

�������
 ���
 �"�
 ������������
 �	�!�
 ������
 "�������
 ���
 ��"��
 ����
 ���"���*

�������������
"���
����
���"���*
�����������
�
�����
��������
���������������
G. W. F. 
Hegel,  Nauka logiki, t. I, s.56. 

 
+���������
 �����
 ��
 ������!
 ������
 ���
 ����������
 ���
 �	���
 �������*
 �����������
 ��

�� �
�����*
�����"����
/
�
���������
����
�����
��"�������
�����
������
���"��
����
��

logiki. –
 0���������
 �����
 ��"��
 ��������
 �
 ���
 "���������
 ���
 �� 
 )����"����
 ���	��

arytmetyki. G. Frege, 1885, O formalnych teoriach arytmetyki, s.112. 

 
0
 ������	
 �
 ������
 ��������
 ������������
 �����������
 �������
 �������������

rzeczywistych matematycznych stru��	��
 �� "���
 ����
 ������
 ���������
 ���	��	�

���������!�
���������
���'�
�������
�
�������
"������
L. E. J Brouwer, 1907, Matematyka 
a logika, Collected Works, s.75. 

 
Odkrywanie prawd jest zadaniem wszelkiej nauki; zadaniem logiki jest 
odkrywanie praw praw�����+����G. Frege, 1918, Pisma semantyczne, s. 101. 
      
������
����
�
�� ���
�� "������
 �
���������
�� "������
��
���
)�������
L. Wittgenstein,             
1922, Tractatus logico-philosophicus, 2.0121. 
  

                                                 
1 Przytaczam za H. Wang, Czym jest logika?, [w:] Filozofia logiki
�$����>������
���%
�0���&���
�� ��������
1997, ss. 9-27. 
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1
���������
��
����	��
���
���������
��"� �
��
"�giki. L. Wittgenstein, 1950, 2
��������, 
kwestia 56. 
 
������
����
������
�������!
����*�
�������
������
���������
����
�����
��������
����*�
K. 
Goedel, 1971 i 1975.   
 
 
CELE NAUCZANIA LOGIKI��KP�������#���+"�������������������������������������&
�
�����#���+"� ����+������ ���������� ���������� ����������
� �����#���+"� ������������
�������������+��� E������ ������� ����������� ��#��
� ��E���������� ������&� ��������� ���
�������������&
������������E��������������������
�����!����������
�������������&����
nieuzasadnionych i u����#���+"����������������������������������������������� 

 
 

 ���������������������������������������#��������Arnolda Geulincx (1625-1669)�
�������
kierujemy do studentów: 
 
 
Ad extremum moneo, ne cursim haec legas. Euripus Logicus non patitur se navigari tam 
plenis velis. 
 
������
�

����	����������������	�

����������	�
��

����������
��


�� �	�
�
�

���	�
��
���
� ����	�!


����
�������
�" 
 
. 
1.3 O KONWENCJACH W LOGICE. 
 
���������������������������������!���������������������������������������E��������&�
����!�� ��&� ���������#� ��� ������������ .������������ ����� ������ ������� ����� ��������
rodzaju konwencjonalizm, który jest charakterystyczny dla tych obu formalnych nauk. 
8��!�� ���������������� ����� ������ �� �����!��������&� $�����������&%� ���������� ��
studiowaniu logiki�$������������%����������������������&�������������!�����������
�����
����������+���E�����E���� 
 
����������� ���������������� ����� ������������ ��� �������������� ����������� ��
��������� ������������ ����
� ������ �������� ��� �������� ������� F�������� ���������D� ��
proce�����������������������������&��*�����������������"�����������������+����������
&������� �������&
� ��� ������������ �������
� ����"� �������� ����� ������� � �!���� �����
reprezentantem jest znakomity francuski matematyk Henri Poincaré.  
 
KONWENCJONALIZM LOGIKI :=  [�ac. conventionalis; fran. convention – ugoda, 
umowa] � �������� ��#��������� ��� ���
�!����������E�������������
���������������� ����������
�����������&� ��������
� ����� �&�������� ����� ����������������&� $���������%�� *�
���������+��� ���&� ���������� ���� ��������� ��&� ������+"� �� �����������+���
� �����
������������+"������������
�����������������5������������������������������������
�������
pochodzi od Ajdukiewicza, to postulat znaczeniowy. Jeszcze inny to definicja 
��	���������.   
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>�+���������������E��������������������#��
� ��� ��&�������#����������������������������������
����� �������� �����!��������� ������������ �� ������� F+��#��D� ���� �������� 2��������
�������������� ����� ����� �����
� ����� �����#������ F�����&��D� ���������
� ������������
���������#��������������F�������D
����������������+���� 
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2.  METODY METALOGICZNE 
 

2.1 O INDUKCJI. 
 
(�!��� +������ ���������"
� !�������� �� �����!��������&�$�� ���� ���� �����!�������%�������
dowodzenia i definiowania w logice i matematyce jest metoda indukcji.  
 
(�������������������#�����������!���� �������������&������$�������������&%
������������������������������
�������������� ������� ������������� 8����� ������� ��������� ������ ����� ��������� ������������ (������
indukcji logicznej –�������������������������������-������������$����������T%���������������������� 
 
G�������������������� ������������������������������������+��� ������� ��������� ����K�
�"�
�� ����
������	
,�
������
���������-
���!����
���
�
����  
 
 
 
	62-./01�B� 
 
>������������#���G������������&��������:&�����������"
�!�K�� 

 
     #$%&'�()*+,-.#�/$�-/-0� 

DOWÓD: 
Wszyscy ludzie, oprócz Adama i Ewy, mieli rodziców. 
6������
������������������������
�����������#��������������� 
Adam i Ewa mieli imiona. 
2���!��
� !�� ���+� ����� ��������� *����
� ����� ���������� �����������
� ������ ���� ���
imienia.. 
Osoba nie jest ani Adamem, ����7��
����!����������������� 
Osoba ma rodziców. 
6�������*�����������������
����!�*�������������������������������������������� 
2�������������*���������������������"����#� 
 �����!����"���#������������������������ 
WNIOSEK:  #$%&'�()*+,-.#�/$�-/-0�.ð   
 
W ty�����������������������!���
�������������������������������������E�������
����+�������������������.  
  
	62-./01�<� 

 
>���� ��������#� ��G��� ������ ���������&� ������ ����������&�  �� :&����� �����+"
� !�� ����
dowolnej liczby naturalnej  n>0 zachodzi: 

 
2

)1(
...321

+=++++ nn
n . 

 
DOWÓD: 

Dla przypadku 1=n  mamy:  .1
2

)11(1
1 =+=  

2���!��������
�!������������������������&�������� 
��������+���P��K 
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:&����������������������������"
�!�����������������&�����������!��������P�k+1, czyli:  
 

.
2

)1)1)((1(
)1(...21

+++=+++++ kk
kk  

Mamy: 
 

2
)2)(1(

2
)1(2

2
)1(

)1(
2

)1(
)1(...21)(

++=+++=+++=+++++ kkkkk
k

kk
kkL

. 

.
2

)2)(1(
2

)1)1)((1(
)(

++=+++ kkkk
P  

 
8����
���������
��������!�$L)����������������#����������������(P).ð  
 
 
 
	62-./01�@�� 
 
G. W. Leibniz (siedemnastowieczny niemiecki filozof) ���������
�!����������������������
���������������������n,  n3 – n jest podzielne przez 3;  n5 – n ���������������������S�����
�!��
n7 – n ����������������������M��:&����������������������"�����������
��������������!��
�
!���<9 – 2 = 510 i nie jest podzielne ������N��3��7����������������#�����������������������

412 ++ xx 
�����������������������������������������������������>��������������������
�
�������!������x==B�����������������#����!���� 
	��������������������
�!��������������������������������� tylko na podstawie dowodu.  
 
 
 
	62-./01�=�� 
 
:�����������������������������#��������F��������DL 
 
TWIERDZENIEK�7�������������������������$����������%��������������� 
 
DOWÓDK�5�������������������������+���$�����������������%��������� 
n = 1.   W tym przypadku�����������������������
����������������������������������� 
2���!��
� !�� ������������ ���&����� ���� �� P� ���  �� ���� ���������� �&����� ������"
� !��
���&����������������P��UB�����G����������UB�– elementowy {a1 , ... , ak , ak+1}. Na mocy 
����!����������������������rdzenie zachodzi dla  k - elementowych zbiorów {a1, ... , ak-1, 
ak+1} oraz {a1, ... , ak, ak+1V�� 7�������� ���� �������� ��� ����������� �� ���������� �1. 
Twierdzenie zachodzi dla zbioru  k+1 - elementowego. Zatem twierdzenie zachodzi dla 
dowolnego zbioru  n - elementowego.ð   
1����� ����� ������������ �� ������������ ����� ������� E��������� )���� ��!�� �� ���
� !�� ���� � �P<� ��������
����������� ���� ���&����
� ���!� ������������� ������������ ������� ���������������� ��� �������
jednoelementowe.   

.
2

)1(
...21

+=+++ kk
k
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	��������������������������������"
�!������#���������������
����������������������������
�����!���!���"�
�����!���. 
 
 
	62-./01�S� 
 
Alfabetem�������������
������������������������!���&��������������&�literami s1, ... 
,sk. 3�����
���������������������
�����������liter alfabetu. .�	������
������S – d(S) - 
��������������#���������E�����
���������&����������#�S. �>���� ����������������������������
�#����� �� ���
������� ��E��������  �����+��� ��� ��������#� ����������
� ������ �������� ���
������&� E������� �����+��� d�� 1�� �������� �#����� ��!��� �������"� �����#� �������i po  
�����+�������2.       
 
 
 
	���!���������!�������������
�!�� ������ �������������������&��&����������������"� ��
��������"� ����+� ������� �����#� ��� ������� ������� ��������
� ����� ���"� ����+�����
��������#��  ���������� �� ����������� ����������� �������� ������� ����� zbiór liczb 
naturalnych.  
 
-*�.-*�/��0�*��1�2�34/�� .0�456�:= zbiór obiektów, wraz z relacjami i 
E��������� �� ���� ����+������
� ������ �������� ���������� ���������������� ������+� �������
matematycznej lub logicznej. 
 
Termin ‘universe of discourse’ – uniwersum dys�����
� ������� ��� ������ ��� �!����� �� ������� ���#��� 4��
)����D���������������BR=M��W:��������<OO@X� 
 
���������������+�������������#��������$������%���#�����+����������#�����������������K 

(1) )020K������������������������$�����&���������%
�����������!��������������inie 
przez wskazanie. Zbiór takich obiektów oznaczamy symbolem B. 

(2) 674'/-�$��������%K���������������$�������������%
����������������������������
�����&� ����+����� ������"� ����� ��������� 2����� �����&� ������ ����������
symbolem R. 

Zbiór wszystkich obiektów utworzonych z elementów B� ��� ������� ������ R oznaczmy 
symbolem C(B,R). 
 
8���� ��������#� ������"��#������� ������������
���"7�#
� �� �������������� ����� ��������#�
zbiorami indukcyjnymi. 
 
8������� ����������� ������������� ������� ���������� ����� ����+������ ���������� ������
naturalnych N��(���������F��������D�O
�������������#��������������+���UB� 

(1) )020K��O�����!������������N.  
(2) 674'/0K����+���n�����!������������N, to do N�����!��������!�n+1. 

2�������������!�����������������������������������������������K�C(0,+1). 
  
Niektórzy auto���
������������:��.�����
�����!����������#������E��������������������������E���������������
�������#� $��������������%�� 8�� ��������� ������� ��#� ���������� ��� ����� ������ – definicje indukcyjne 
fundamentalne i definicje indukcyjne nie-fundamentalne. Fundamental��� ��E������� ����+����� ��������#�
��������� �����������&� ���� ������ ���������� ����

� ��+� ���-E������������� �������� ��#� ��� ����������
                                                 
2�8���������+����� �������#����� ��#� ����������������� ���
��������������"� ��#��#����������� ������������
2�������������+���
�������������E�����
�������������������������������������������������������������� 
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����+������ ����+����� ������ ��E�����#� E������������
� ����+������ $����!������� �� ����%� �������#� ����������
Definicje rekurencyjne z�+
� ��������������E����������E������� ����������������������������� ������������
zdefiniowanej dziedziny. 
 
 
1��� ������&� ������ ���������� ����+������ ������� ��������� ���� ������� N, który posiada 
��������#������������� 
   
ZASADA INDUKCJI MATEMATYCZNEJ DLA N := aby� ������"
� !�� ����������
liczby zbioru N�����������������������+"�W�����������������"
�!�K 
(1) 3������O����������+"�W;  [symbolicznie W(0)]. 
(2) �������������� ����!����
� !�� ������� k� ��� ������+"� W  [symbolicznie W(k)]  
������"
�!����������k+B����������+"�W [symbolicznie W(k+1)]. 
 
������������� ������� �����!����� ��������� ������� �����"� ������� ��������� �� ��������
E�������� ���&�0$Y%��#�������������E������������������Y�����������K 
 

(A(0) ∧ ∀k(A(k) → A(k+1))) → ∀kA(k) 
  
 
Istnieje jeszcze inna wersja zasady indukcji, ������ ����� �������!��� ��������� ���������
���������������*��������E������������������!��������������E��������K3 
 
 
*���-���/-48�$��9�0*:-8��.$�-(��N � KP� � ���� ������"
� !�� ����������
elementy zbioru N�����������������+"�W�����������������"
�!�K 
(*) dla dowolnego k
���+����������������������������������k������������+"�W, to k ma 
������!�������+"�W.  
 
	��������������!��E��������������������������������������������������E������K 
 

∀k (∀y ( y< k → A(y)) → A(k)) → ∀k A(k) 
 
 
;�<�41=��.����=5�./��/�.��=0�1.2� 

 
 
� � ���������� ������� ��+"� ��#���� �#������� �����&����"� ��� ����
�� ����!�
� ��� ��&�
wymieniania� �� ����������� 1���"� ��#� ���� �#����� ���� ����������� ��E�������� �� ���
� ���!�
�������"���#��#����
�!�������!����� ���������������&����������������������������������#��
���������!��������+�������� 
 
� ��������+���������������$� ������� �� �&��������
� 	�����C������
� *��&��%� ����!������
�������� ������������� ���&������� ����#���� �����
� �����������
� ������ ����� ������
��������������������1��������������������&�����������������������������������������
+������������� �� ����� ������������*��!� ����!���� ��#� ����� ����������� supozycje, czyli 
������������������������������������������#�����!������
�������������+����������K� 
 

                                                 
3�(�����+�������E������������������������!��������+"���&��������!��+��� 
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     (1)  suppositio materialis          (2)   suppositio formalis  
 
4��������+�����!��������������������������������������������
�����������������#������
�
!�������wymieniane ��������#����� in suppositione materialis���������materialis wskazuje 
��� ���������������� �������� ������ $����!����%
� ������� ����� �G��#�
� ������ ����� � � ����
supozycji mówimy �����������K�F������%
 ������
 ���
�
 ������	
"������������ logika jest w 
���� ������� ����������� �� ����#����� in suppositione materialis. Druga supozycja, jest 
�������� ������������� ��� ����!�
�� � ����� ����!����� �!���� ����� �� ������ ��������
����������� ����������K�Lo����
����
��	��
�
���	����!
�����������
���������'�       
 
	������� ��������� ��#���� ������"� �#������� ����#� ��� ������� �������������&� ���&��&�
���������&�����!�
���������suppositio materialis �#�������#���������������>�������
����!�
������ �� �����!��������&� ���#"� ������� –� ���#���� �������� E���������� $�� ������%� – ma 
charakter syntaktyczny. 
 
 
 
2.3 KATEGORIE SEMANTYCZNE. 
 
 
>�!�0����������������!�����������#"������������&�kategorii ontologicznych: �	���������
i 
������#"����������+��K� �"��*�
�����*�
 ����	����
��������
�����
 ���� �����
 �����
 ����������

doznawanie��*�����������������������������������$�����������%��� �H5H�������C�������
������������� ���������� ������� �� ���������� ��� �#���� �� ����G���� ����������� �������
kategorie znaczeniowe w swej gramatyce czystej (Bedeutungsk���������%�� �����������
�����#
�������E�������#����������������K� 
 
*���-���=5�./��(/�����>?������������������!������������+��#���������!�����
��������������������������������������������������������������������&�����!�
�������
���
�����+�������������!��������������
���������������������+������������!�������� 
 
�8����#����&����������
�������&���������semantycznymi, syntaktycznymi lub ������������,4 
������#�����������������–����3�+���������0��8��������.��0������������8���������
�����������
BN@S� $T%� ����
� ���������anej 2
 ���������
 �������������
� ��������� �������� ����#�����
���������������������������������&�����!�
���������������������������������������� 
 
8������ ���������� ������������&� ����� +��+��� ��������� �� ������������� ������� �����
� ������� ��������� �����
pokonanie a��������������������&������������� �8������ �������������������������������������������� ���
����������typy
�������&������������#���������������+"����������������������"� 
 
	������������� ����������� ������������� ����!�
� ����������������� ��� ����������
ontologiczne� ��������� ����������� $������%�� 8#� �����������+"� ������� ��#� ���
�������
�����������������I��*��Z������$BNOR-2002) ����"��������
������ �������

logiki. (�������������
��!���������!�
�����������������������������������������������
istnienia obiektów ontologiczn��&
���������������������� 
 
	������� ������������� �����������
�����#���� ����������������������0�����������
������������������������
intensywnie w tzw. gramatyce kategorialnej.  

                                                 
4�8��&�����������#��������!���"����������� 
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 ���!��������+��"
�!��������������������������������������������&�����#������������������������������!���
przeszkody. 
 
$@*=8�/� 40�(/=�>?� ��!����#���� ����������� ��#� ��������	
 ���� �'
 ���������!, 
���	�
 �������������!
 i postulatów znaczeniowychJ� ��!������ ��#� ��� �#������ ���������&�
���
� !�� ��������� �� ������� ������������� �� ���!����� ����������� ��������J� ��� ���&#�
�����������+��
� ������ �������� �� ���� ����"� �� ���� �����J� ���������� ����!�����
������������ �� ����!����� ������������ ��� ������� ��E������� �����������&5; kontekst 
����������� �� ��&� ����������+"� ���������� E������� ������������ �� ���������� ��������zne 
����!�
�� 
 
 
Dla nieformalnego omówienia teorii kategorii semantycznych potrzebny jest pewien 
������
������������������ ����#����� ������������>#���� ���������
� ��������� ������������
�#���� ������
� ����� ���������� �#������� E����������6� 2������ ��
� !�� ��#����+" wyrazów 
podlega odmianie –�������������������������� ���������������K�pies, psa, psu, psie, psom, 
�����	����� ����� ���������&�����!�
� ���������&�������� ��#������������ �����������!�"����
��#+��
� �&�"� ����� ������� �������������� ���!���� �����"��  �� ��������� ����matyczne 
����!�����	�����*
�
��"��������������������������������#+���������!����J�$����
	������

�
��"�������
�������
�
������. Ten sam zwrot w zdaniu; Przyciskiem do papieru Zenek 
	������
�
��"������
�������
��
��	��	7 ������������������8����������������� eli..., to; czy 
ani...ani� ��� ���������������� 1������� ���� ����������� �����!�
� ������������ ���#����
leksemu. 
 
LEKSEM := � ����� ��� ��������������� ��� ��#+��
� ��������� ����!����� �#����
� ������
abstrahuje od konkretnej formy fleksyjnej.      
 
Leksem jest jakby bytem abstrakcyjnym i idealnym, którego konkretnymi formami lub 
��������������������!������#����������������E�������� �����������������������������������
��#���������������!��������������!����� type ������!����� tokens. 	���������������������
���������������
���+��rugie konkretnym realizacjom leksemu. Jak pisze Tokarz Leksemy 
����
���
���
��
�����!
������������!
)���
���������!�
���
������������
�������
�������	

���
 ��������
 ��
 �������"���!
 ���������
 �
 ���������
 ���������!
 �
 �"��!��
 �����	�

drewna,8� 	���������
� !�� �������� ������������ ������"� �#������� �!������� ��&�
���������������
� �������� ������������� �� �������� �!������� ����������� �������
�����������
� ��+� �������������� –� �� ���������� ���������� �������� �#������� �������
������������� 3������� ��� ������ ���������������� ������ �����&� E���� ����������&�� >�+���
��������������������������+�����+����������������������������
��������!������������������
�������������� ������E��������� ���������������������������� ��� ���
�!�� ��������� ��#�
���������
���+����������������+��� ��&�E�����&��3��������#�����������"������������
�������� 
  
	62-./01-�� 

1. Leksem ����
	!� , ma jako swoje formy konkretne; ��	��	���
 ��	���������

��	��	���
��	�����*
i wiele innych. 

                                                 
5� 1�E������� ����������� ���� �������� ����������� ������� ��� ����+������� �������� �������� �� ����������
�����������������&������������
������������������������������E������������ 
6 Niektóre �#��������������&�
������&�����������E��������� 
7�	���������������&��������(��8�������W8������BNN@X� 
8 [Tokarz 1993; 21]. 
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2. Leksemem formy Jasnej Góry �#�����Jasna GóraJ���+����� jasnej góry��#�#�����
leksemy; jasny oraz góra.  

 
������0������������ ��������� ��������������������������������– kategoria semantyczna 
nazw (oznaczana przez n%���������
�$����������������z%��� �����������������������!�����
$�����#��������� �������� ���� ��������%�����!�����������E��������
��������������� ��# na 
������
������ ������#� ���������� ������������&�� 	���������� ������� ���������� ����������
�����������������!����� ������������������"���!�� ����#������K�������������������
�
��������!����������������������
���+������
���������������������������J���+�����������������
�
�������������
�����������������
���+������
���������������������������J���+��������������������
����������"�E���������� 
 
*��������� �� �������+����� ����������������� ������������&�E��������� �������
� !�� ����!��
����������������"���������#�������������E���tora o który chodzi. Dlatego zapytujemy, ile 
������������������!������#�����E��������J� ����#����������� ������������� ������������
���������������
��������
���������"���������#�����������������!����
����������E�������
tworzy wraz ze swoimi argumentami. 
 
	62-./ADY. 

1. :&�����������"��������������������������������������!������!�����dobry. Nie jest 
�������������
������������
������������E����������'!������������#�������������
������#�������&��������&K������
��������, dobry lekarz itp. Termin dobry tworzy 
����� �� ������ ����#
� ���� ���!����� 	�������� ��� �������� ������������� ����� ������
������������� ������ ��������� �#������
� ����� �!����������� �#����� �����������
Q������� ���� �����������#
������ �������������������������������� �������������

nazwy, co zapisujemy (za Ajdukiewiczem) w� �������� �������
n
n

 ; gdzie licznik 

����+�����������#� ������������
������� �������E������� ��� ������ ����������
� ��+�
���������� ������� �����#� ����������� $�� ������� ���������� ����� ������
argument) oraz ich kategorie semantyczne. 

2. ��G��� ������ ��owo kocha� �� ������� ���������� �������� �#����� �� ������&� ��#�
���������(������ ������������(��
���!�
4�������, 5�������
���!�
 ��������
 itp. 

*��� ����������������� ������������������!������E�������K�
nn

z
 . Jest to funktor 

zdaniotwórczy od dwóch argumentów nazwowych. 
3.  ������������!����� ����!����������+�����������&� ����#���������������8�������
����������������������i
���������������������#���������+����Ala i Ola
�������������

���#�E������������������������������&��������������������&�$
nn

n
%
���+�������

����������������!�����Ala ma kota i Ola ma kota
������������������#�E��������

zdaniotwórczego od dwóch argumentów zdaniowych, o indeksie 
zz

z
  . 

 ������� ���������� ������������&� ������� 0������������ ������ ����� ������� ��stemem 
����������2����&����������!��
������������������!��������!�������������������������
��!���� �� ���&� ����� ��������#� �����������
� ����+��"� ��������#� ������������ �������
����!����� ���!������� ������������� ��#� ��� �� �������� ��������+��� ��������������
wypowiedz�
�������!���������������������������&���� 
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;�A��.5�� =8��(�B��*/����5. �$@*=8 
 
 
 SEMIOTYKA (LOGICZNA) := ogólna teoria znaku. Gdy jest uprawiana metodami 
�&����������������������������
��������������������������� -� �����F��������D��1������ ��#����
�����������K���������#�$��������%
����������#�$��������%���������������#�$��������%�W:&��
Morris (1938)].   

 

SEMANTYKA (LOGICZNA) := �������������������������&�������&�����#����znakiem 
i �����"��	�����#������������������#��������� ����!�������������������������K�oznaczanie, 
����������*�
���������.    
 
 
SYNTAKTYKA (LOGICZNA) := ������� ������� �������� ���&�������&� ����#����
znakami� �������+� �#������ 	���������� �������K� )���	��
 ���������
 ������

���	����"���*�
���	���  
 
 
PRAGMATYKA (LOGICZNA) := ogólna teoria relacji zachodz����&� ����#����
podmiotem�$������!�����������������������������������������%���znakiem. Podstawowe 
terminy: ����*�
����������
	���������
��������
�����������

 
 
Termin teoria� �!���� �� ����!����&� ����+������&
� ���� ��� ���������� ���&��������
� �����
potoczne. Mam������������+�������������������E�����#
���������������#�����+������������
���#"� 
 
>#������������������������������!�"�����������������������E��������������������������
�����&��������� ��������� �������� � � �#����� ������������ ������� $����!������ ����%�
������������#����������+������������+��� 
 
�:-����./��.�(�B��*/=5�>?�������������������*���!������#��������
���������!�
znaczeniu psychologicznym
���������������+������!�������������������������� 
   
*���������0��8������������������E�������������������#���������������&��������
�!������
����"� �� ������� ������ ��� ���������+��� �� �����+� �#����� ����������� �����������+"�
$�#������������������%
�����!�������������"��������������$�#����������������%������
�#������(����#���
���������������������������������������������+��#������������otowego 
���������������&��#�����
�������#������
��������������������#������(����#������������
����������+��������������#�������������������
������������������!��������������������
����"� �� ���������&� ��������&� $�������������&
� ������������&� �� �������������&%�
����!�
��#���������������������(�#����������
����������������������G����������������
�������
�������������E���������������������#��������#������(����#��������������������
�������
� ������&� ��������� �������+��� ��� ����!����� �#����� ��������������
� ������
metazmiennymi�� �1��� ��������� �� ��������� �� ������� ������������� �������#����� �������
���������"����������#�������� 
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C��(�B��*/�� .�0���*-�2� 
 
 

���+���� ���������&� ����!�
� �#����� ���������� ����������"� ���� �#����� �������� ������
������ ����!�

� ����������������������&�� �&���������������� ������������ ���� ����!�����
����!��"� ��� ���������&� �����&� ����!�
�� ����!����� ���� ������ ��������� ��������
� ��
����!��������������&�������!����+"���������������������+������������������������E�������
Od strony gramatycznej zdaniom w sensie logic������������������������������������ 
 
ZDANIE W SENSIE LOGICZNYM KP� ��������G� �#����
� ������� ��!��� ��������"�
�����������������+������������&�prawdy lub )�'	��� 
 
*�����+���� ������������ �� ���� ����+������ F��!����+"D� ��� ������"� �#� �������#
� !��
niekoniecznie mus���� ���������� ���������+"���������� ������� ���"�����������
� !�� �����
�����+"� �� ��������� ��������"� ��!���� 2����� F�� ��������D� ������
� !�� ����� ����������&�
����������&� ��������&� �������������&� ��� ��#� ����� �����+"� ��������"�� 8�� ������������
�����+��� ���������&� ������� ��� ���
� !�� ��+��� ����� ���� ���� ����� ������� ����
� ���
�������������������������+"����������������
���+������������������
����E�������8�����������
����+�������������+������&�������!����0�����������
��������������������Metafizyce: 
 
+��������*
�
������
 �
����
�
�����
"	��
 �
���
����
�
���
�����
��
�������
+��������*
�
������

��
����
�
���
�����
"	��
 �
���
����
�
�����
��
)����� 
 
�*���+���������+������������&�prawdy i 1������������������!�����&�����!�
������������
�
!�� ��� ��� �����2�
�� ���������� ��������� �����������#������������+"�����������������
�������"� ���������1
� ��+������+"����������E������ ���������0. Ten sposób oznaczania 
����������#�������������������
����������������!������#������&������������������������8�
(angielskie truth%���Q�����E������$�����������false).      
 

*�%�1./�.�9�.0� �*.�8(��=�*/.$� .�0���*-�2� 
 

0 ≠≠≠≠ 1 
 
����+�����������������&�����&������������������!���������
����������&
���������E�����E���
��������2���������������������#���������#��������"� 
 

*�%�1./�.�-04B�.�8(��=�*/.$� .�0���*-�2> 
 

DLA DOWOLNEGO ZDANIA  Z,  ALBO ZDANIE  Z  JEST 
90��-*�� .&��(+��$.� ���%�*=�.� 

 
1������ ����!����� ������� ��#� ������� ������
 ��	���������������� 2���!����� ��� ���
�&�������������������������#����
����#��������������������������������
�!������������

�
������ ��������� ���� ���������
� ���� E����������������+�����*��� ���������������� ������
�
�����������������������"��������� ���&����������+������������&
������������ �������������
�������������������������#�������"�����������������������J 
 

#2
$.16/7
(73#
8193$:07� 
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2���!����
�!�����������������������������������&����������������
�!����������
������������
������������������
�!������������������>�+�������!��������������
�!�������E�������
��������
����� ���� ���� ������� ���������
� ������ ������� ���� ����� E�������
� ������ ����� �����������
	����������#����������+"��� ���������������������������������������������+������������
��������+�����+����4��������������������������"
�����!�����������������������������
��#�������������"� 
 
3����������������� �������������� �������� ������� ����������� ������!�����������������>����� ����������
�
������� ��#� ���+���� ��� ����������� ������� ��������+�����+���� :�������� ������������������ ����!������
����������������#������K�To zdanie jest prawdziwe.�>�+�������!���
�!��������������������
���������������������
samo mówi czyli jest prawdziwe.  
 
 
WNIOSKOWANIE := �������� ���
�����
� ��� ��������� ������������ ����� ���
��
*�������� ������� �� ���� ������ ��������� wnioskiem
� ��+� ���������� ����� ������������  
wnioskowania. 
 
 
��G�������#��������������������������
K 
 
	62-./01-� 

1.  (��"�
����
�������
��
�������
������
������  
2. Pada deszcz. 
3. (������
������
������ 
 
1. (��"�
����
�������
��
�������
������
������ 
2. 6��
�����
������� 
3. (������
���
������
������ 
 
1. (��"�
����
�������
��
�������
������
������ 
2. Jezdnia nie jest mokra. 
3. 6��
�����
������� 

 
1. (��"�
����
�������
��
�������
������
������ 
2. (������
���
������
������ 
3. Nie pada deszcz. 

 
	����������������������������������������
��2��������������������������������������
����� ������!����� ��������� �� ����������������� �� �E�������� ����#����� ��������
� ������
�������� ��� ��� ����!������� ������������� ����������� ���������
� ��� ���������
�
������������&������������*�������#������#����������������+"�������
������������������
�
!�� �������� �#����� ������ ����!���"� dowolne wnioskowania (pewnego typu) poprawne 
���������
� ��� ���������
� ������������&� ����������� ���+���� �������&� ����!���
���������
� ������ ��������� �� �������� ��� ��������
� ��+� ���������� ���� – niepoprawne 
�����������>�+�����#�������#����������"
� ���F���������D�������������+"�������2��������
������� ����� ��������!��"� ��#� �� ������� ��������+��� ���������
� ��� ��������������
F��������D�����������������"������#���������������+��� 
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SCHEMAT := ����!����� �������� �#����
� �� ������� ����#����� $�� ����+� �������
����������%������������������������������ 
 
��&������ �#����� ���������� ������� ��#� ��� ����� ������ �� ����!��+��� ��� ����������
�������������� ����!����
� ������ ��� ��&������ ��!��� ������"� ������ ������������
podstawienie: 

a) schematy zdaniowe, 
b) schematy nazwowe, 
c) schematy funktorowe. 

 
Rozumienie terminu schemat��#�������#�����������������!��+�������#����
���������������
w definicji –��������#������������������������#���������������������*��������������
�!��
���������#����������������������#����������� 
 
	62-./01-� 

• Ala ma __ . 
• ð 

�����
������ 
• α  i ---
�����
������ 
• ℵ jest ∴ pilny. 

 
� �����!����&�����������&�����#���������������������������������
���������������������
������������������!�����������������������
�����������������������������K __ , �  , 
α , --- , ℵ , ∴��.�!��� �� ���&� ����!�
������ ������ ��&������
� ���!� ����#����� �� ����
�����������������������������������������4������������������������������!������������
���������
� ��� ���������������+��� ���� ��&�����
����������� ����������#�����������!������
	����������� ����������� ��������� �� ����!����&� ��&������� �� ����!������
niesamodzielnym Ala ma��� �������������������������������E�������������" niczego o 
�����������&� ������&� ��������&� ���� �� ��&� ���������  ���!�� �����!�"
� !�� �����������
������&����������!��������"���#���������������!������&����������������#������������
��������������F�����&D
����&�������&��������#������� �������&�����������&���������e 
�����
� ������ ����������� ������ �������
� ���&����� ������ ��E������ �#����� ����������� >�+���
������������������ ����!��������� ��&������� �����������������������!���&� ������� ���
�����������������&�������
�����!���������������"�����#�����+��������
��������������#�� 
���!���� ��� ����������� ������&� ������� �� ��&������&�� 2��������� ������������� ��&�
������������� ������
������������
����!� ��&��������������"��������
��&�"� ���
�����
�
�����+"�� 
� �����������������!����������"�������������!������#������(�!����#�����������"
�!���� 
������������������+�����!�������������������������&��������������������!������#�����
����������8����#����������
������������������������������&������__ ma kota. wstawimy 
����!�����Ala. Uzyskamy zdanie Ala ma kota.��(�!����"�������� ���
�!����������������
oka!����#
�!���������������!���������������������������������#����������������)#�����
���� ���� ��� ����� ������� ��&������ �� ������ �������� ��������� ������ ����. Uzyskamy 
wtedy w wyniku ����
 ��
 �����
� ������ �&�"� ������� ��#� �� ���������&� ����!�
� �#�����
polskiego, to jednak samo nie jest zdaniem. 
 
ZMIENNA := �������������������������������������������������������&������
���������
�������������������������������������!�
���������������
����������
��������.            
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2����� ����!�
� ��������������
 ����������
 �������� jest t��� �������
� !�� ������������� ��� ��&������ ���
��������������������������� �������������������+��
�������������������!����� ����������#������������
�������������+�������������#������������� 
 
	������!� ���������� �&����� ���������"� ��������� �������� ��!����� �������� ��a 
������������ ������&� ������� ��� �����������
� �������� ����!�� �� ����� ������"� �E��������
���������������������!������&�������
��������#������������������!�"�� 
 
6����!����������#�����������
���!�����
�

�����
�

����>���+�����������������������
��!�����"����������������&���������������������
�� ���������������&������K��x jest 
�������
 ��
 ;J� ����#����� �������� x
� ������ ��� �� ���� ��&������� ���� ������������� � �
schemacie x+y = z�����#�����������������
���������&���!�������������������������������
2�+� �� ��&������� x+x = y w���#����� ����� �������� x oraz y, ale zmienne x ma dwa 
�����������
�������������������y ������������������������������������������������!����
���������������������+��"
��������!����������������������"�������������������!�����
�#�������� �������������
� �� ��������������(�!��� ���������"
� !�������������� ���������
������� ��#���� ��E�������
� ���!� ������� ��������� ������ $����� �������%� ��E������� ���� ��
����������������������#�����������������!����� 
 
UMOWA. 
Terminem zmienna �#�������������������"���������������������������&�matach jak i 
�����
� ������ �#��� ��� �������� ����������� � � ����������� ��������� ������� ���� �!���� ��#�
���+������������������������ 
 
 
1��� ������&� �������&� �����!�
� ������������ ��!��� ���#� �#��� ���������� ��&������
zdaniowe: 
 
SCHEMAT ZDANIOWY := � ��&����� �������� �#��ka, który po poprawnym 
����������������������������������#������
�����!�
�����!����&�������������������+���
��������&
������&�����������������������������#����� 

 
��&����� ��������
��������������#��������������� �������� ����� ���������
� ������"�
�#�������1	�������

	!�.  
 
8��������������������E���#��������������funkcja propozycjonalna���������"������!����������
�������������
�� ��������&� ����#�������&� �������� >������� ����� ������
� ������ ��!��� ������"� �� �����������
� ��� funkcja 
zdaniowa. Koncepcja formy zdaniowej poja����� ��#��� �������������� ����������������������������� �������
��������������
� ������ �������� ������+"� ����!���� �� ����������� ������������ ������������  �� ���������
zdanie kategoryczne 3�������
����
�������"��������#�����������������!�"���������������������&����� x jest 
�������"��. Ostatecznie ten schemat formalizowano w postaci P(x). Znak P������������������������!�����
����������� ����� ����� �����
� �#����� �������� ���� ������+��� ��*
 �������"���
� ��+� x� ����� �������� �����
nazwowego.  
 
Samo podstawianie za zmienne lub inaczej, wstawianie w puste miejsca do schematu 
�������������&�����!�

������"�����������E�������������������
���������������������
�
���������&�����������������������
�����������������#�����
���"��	���������������������
����#������K 
 
UMOWA 

(i) Do dowolnego schema������������������"����������������������!�����
������������&��������+���� 
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(ii) 2����!���������������tej samej���������������������&������
�����!��
�������"�to samo�����!����� 

 
 
 
SPÓJNIK ZDANIOWY :=  funktor zdaniotwórczy od argumentów zdaniowych. 
 
Spójnik nazywamy ekstensjonalnym
� ���� �����+"� ��������� ������� ������������ ��
�!������������������������!����������������������������+������������&����
��#�����&������
argumentami. 
Spójnik nazywamy intensjonalnym
����������+"��������������������������������!������
tego spój����
� ����!�� ��������+������������&�����������!� ��� ���+��� ���
��#�����&������
argumentami. 
 
3���������

�������������������������������������
����������#������#�����!���D� tego 
spójnika.   
 
4��������������������������������������������#�������#�������������ki.9  
 
Spójnik Nazwa spójnika Symbol  Liczba 

argumentów i 
kategoria 
syntaktyczna 

Warunki 
���������+�� 

I koniunkcja [inne 
odpowiedniki: 
����J��J���+J������

czym] 

∧ [inne 
czasem 
spotykane: &; 
⋅ ; ∩] 

2  ; 
zz

z
 

Zdanie ‘Z1iZ2’ jest 
prawdziwe wtw zdanie Z1 
jest prawdziwe i zdanie 
Z2 jest prawdziwe. 

Lub alternatywa ∨  [inne 
spotykane: ∪ 
;] 

2  ;  
zz

z
 

Zdanie ‘Z1 lub Z2’ jest 
prawdziwe wtw Z1 jest 
prawdziwe lub Z2 jest 
prawdziwe.  

$�E��������&����
... 

impli������W>�+�������
, to ...; ... zatem ...; 
�������#�����X 

>�+������� 
� ������J�
... zatem ...; 
�������#������ 

2  ;
zz

z
 

2������ F>�!���� 21, to Z2’ 
�����E������������ �������
Z1 jest prawdziwe, a 
zdanie Z2� ����� E���������
� � ����������&�
przypadkach prawdziwe. 

Wtedy ... i 
tylko wtedy, 
gdy ... 

6������!��+"�
[...jest 
�������!��� ���J�
zawsze wtedy, 
gdy] 

...jest 
�������!���
...; zawsze 
wtedy, gdy. 

2  ;  
zz

z
 

Zdanie ‘Z1 jest 
�������!��� 22’ jest 
prawdziwe wtw oba 
������� ����� �#� �����
warto+"���������� 

Nieprawda, 
E����� 

Negacja  [Nie ...;] Nie ...;  
1  ;  

z
z

 
2������F ��������
�!��2D�
jest prawdziwe wtw 
�������2������E�������� 

 
 ���!����������"
��!������������#����������������������������������������������������!�������� pewnych 
���
� ���!����&
� ����������&� �� ������������� ����������
� �� ������� ��������� ���!������ �#�����
�����������
� ������ �� �#����� ����������� �������� ���� ��� ��
��� ��� ��������������  �� ��������� �������
6���������
 �
1"�
��
����
���������������������Ala ma kota. A���������!��������������������������Ala nie ma 
kota��)#��������������������!�����"��������������������������������:&�"���!��������������������������"
�

                                                 
9 W tabeli znaki Z, Z1 oraz Z2��������������������������������������������� 
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!�� ���� ����� ����� ������� �����������'�����������
� �������������� ������������ ����� ���������� ��#� ������ ���
mo!����+"� ������������� ����+������ ����������� 	�������� ����� �� ������� ��������� ���!������ ��
�������������������������������!�������������� 
 
	���!�����������������������������#���������������
�����������!���������������&����

�
���������!������������#������������������������$�������������!�����������%������������
���
����!����&��8���������� �����������!������� ����������������������������������"�
�����������!����
������������������������#����������������������� 
 
	62-./01� 
Zdanie  Ale ma kota i Ola ma kota jest zdaniem����!������>�������������<�� ���
 �
1"�

ma kota i Ola ma kota  jest z naszego punktu widzenia zdaniem prostym.  
 
*����������������������������+��+����������E����������������������
� 
 
� �����!������������������������������������������&��#��������!���"�������naki sztuczne 
��������!�������������������������������
�������E������������������������������������
zdaniowych.  
 
 ������������������������������$%��!���"��#�����������#�������&�����������������&K 
 
ZNAKI NA ZMIENNE ZDANIOWE (w skrócie mówimy zmienne zdaniowe%� �����
�����"K� � �1, p2, p3, ... pn , ... . Zbiór wszystkich tych zmiennych zdaniowych jest 
������
������� �������"�����#��������������� V. 
 
UMOWA 
� � �������� ��#+��� �������� ���������� ��� ����#���� ������������&
� �� ���� ���� �#�����
�����������������������������

����������������������#��������!���������������
�[
��
�
s, t.  
 
������� E�������
� ������ ������� ����������� ���&������� ���
� ���!����&� ������� ��#�
���,�����!��
����Q������������������

���������������������������������#�Klasyczny 
0��,�����*
���380*6.  
 
.�!��� system formalny (SF) traktujemy jako obiekt o charakterze syntaktycznym. Aby 
�������"�����+��Q�����!�K 

(i) 2��E������"�����������#�����QJ� 
• ����"���E����
 
• ����������!�
����������&� 
(ii) 2��E������"��������������������QJ 
• ����"����������
� 
• ����+��"���������������E������jnych .         
 
  

	62-./0110 
� �����!����&�����������&��������0�����������������
������������������������+��������
����������!�
����������&����������������#����� 

                                                 
10� 8�� ������������ �������� ���&����� �� ����!��� 	�� 3��������
� Einfuehrung in die operative Logik und 
Mathematik, Berlin 1955, ss. 14-BSJ� ����� ������!� 2�� 	�����
� 1	����������
 ����������
 ��������', 
Warszawa 1965, ss. 15-17.   



 24 

  
SF1.  Alfabet: a, b (dwa symbole). 
����!�������������K��������������������
������������������a oraz b.  
Aksjomaty: 1. a. 

6�����K�6B����
Ab
A

; 

   R2.   
aAa

A
; 

 
SF2.   Alfabet:  a , b. 
����!������������������������������QB� 
Aksjomaty:  1.   a. 
        2.   ab. 
 

6�����K�6B��� ;
Aab
Aa

    

   R2.   
Aba
Ab

; 

 
 
SF3. >#���������������QB����Q<� 
Aksjomaty:     1.   a. 

6�����K����6B��������
aAa

A
; 

      R2.         
bAb

AaaA,
; 

 
 
 
�=� .5���05�(/=�8(��=�*/.B��0��F4/84�*-�2  
 

1. 03Q0)78�����������#������&�������������K 
 
• P�������������������
��������������������&����������&�I
 
• Spójniki: ¬, ∧, ∨, →, ≡; 
• Nawiasy: ( , ). 
 
1. 2)5\6��-60,7;� �7 �*� -:C� � ����������Q*6(��>���� ��� �����������11 
����������!�
�����������������#��������������K 
$�%����.�!�������������������������E������
�����olicznie  V ⊂ FORM. 
$��%��>�+���0���)����E��������
����E�������������$0∧B), (A∨B), (A→B),  (A≡B). 

Symbolicznie:  A, B ∈ FORM   ⇒  (A∧B), (A∨B), (A→B), (A≡B) ∈ FORM. 
$���%� �>�+���0������E������
� ���¬0������ ���!��E���������A ∈ FORM  ⇒  ¬A ∈ 

FORM.12 

                                                 
11� *���+������ F�����������D� ������� ��� ����� ��� �������K� $�]%�  ��� ������� ���� ����� E������� $����!�niem 
����������.62%���� ���� ��������������������� �������Q*6(� ��� ���������� ��������������������&���
punktach (i), (ii), (iii) definicji 
12�>���������E������������������E��������� �������$�%�– baza oraz warunki indukcyjne (ii) i (iii).   
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2. AKSJOMATY:13     

[1] (p→q)→((q→s)→(p→s)) . 
[2] (p→(p→q))→(p→q) . 
[3] p→(q→p) . 
[4] p∧q→p . 
[5] p∧q→q . 
[6] (p→q)→((p→s)→(p→q∧s)) . 
[7] p→p∨q . 
[8] q→p∨q . 
[9] (p→s)→((q→s)→(p∨q→s)) . 
[10] (p≡q)→(p→q) . 
[11] (p≡q)→(q→p) . 
[12] (p→q)→((q→p)→(p≡q)) . 
[13] (¬q→¬p)→(p→q) . 

 
3. 674'/-�5 Q767 :>5� 

                                      
W6������*���������$6*%�– Modus Ponens]; 
 

 

)/,,/(
),,(

11

1

nn

n

BpBpA
ppA

Κ
Κ

��W6������	������������$6	%X� 

 
*��������!���������������������������������� 
	��������������������E�������������!���7��"����#�����.62��1���������!���������0
�
)�����������#�������������������������#�����������������#�metazmiennych. Znak 
⇒����������������������#������� 
	������������������������������������������������#�������������������� 
 
UMOWA  
1. ��������� ���!�� ���� ���������� ������� ����#�������� �������+��K� �������
� ������
�������#�����������������������������
�������������������
����������!��+"���� 

2. 2���#������������������������� 
3. *���������� ��� �������
� ������&� ������������ ���� ��������� ������������+��� ��
����������������������������������E�������$���!����#������������������������
1. i 2.). 

 
	62-./01�� ��������������������� 
2������� ����E�������E��������� ��K� �$$�1→p2)→((p2→p3)→(p1→p3)));  ((p1∧p2)→p1). 
 ����������������!�������������!����������"������E�������������������������������
�����+����������atów. 
 
	�� �������� ����������� �������� �������� ����� ������ ���
������� �����
� ���� �������� ���
������� ������"� �����#� ������������� �� ���������� (�!��� ���������"� ������
�
����������� ��� ���
� !�� ��!���� ������"� ������
������ ������ ����������
� ����
wypisanych w postaci sc&���������������������&������ ������������� ���� ���������

                                                 
13�0���������������&�����������������������������&�������1��C�������������>����/������������ 

B
ABA ,→
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������ ���������� �� ���
� !�� ��� ��������&� ��������&� ���������&� ����#�����
�������������	�����!��� ����� ��&�������������������
������������������������� ��
��������� ���� ��&����K� � 0→(B→A) podpada nasz aksjomat� W@X� ���� �� ��� ���������
E������K� � �∧q→((r→r)→p∧[%�� � � ������ ���������� ��!��� ����������"� �� �������
�����������������������#���������������������������#�–������#����������� 
 
	������������������������������������� ��E���������� �.62������������������� ��
mocy RO ma�������������#�����������������
���!����������"�����#���������������������
6������ ������������� �������� ������"� E�����#
� ������ ����� ��������� �������������
równoczesnego�������������$�������������%����������������������#���������E�������
��������&�����!�
����������� ����������&��.�!���������� ��E������������� ��������
���������E������������������
�����������������������������������+��+�������+������
������������������������!�
������&�� 
 
 
TWIERDZENIE SF� KP� � Q�����#�0� ��������� ������������� ����+������� �Q�����
istnieje dowód A w SF. 
 
DOWÓD A W SF KP����
�����������E������� 0̂1, ... , An> nazywamy dowodem A w 
���������E����������Q�����������������#��������������K 

• An = A, 
• .�!��� E������� � 0i  [gdzie 1≤ i ≤� �X� ����� ����� ����������
� ����� ��������
��������� �� E������ ����+��������� �� ���� ������ ��� ������� ������+� �� ������
inferencyjnych SF. 

 
2��������������&���������
�.62�������������������1��KRZ. 
 
	62-./01� 
Q���������→p  jest twierdzeniem KRZ [symb:   p→p ∈ DowKRZ]. 
 ���#������� ����� E������ ����� ���� �������K� �̂ $�→(p→q))→(p→q), 
(p→(p→p))→(p→p), p→(q→p), p→(p→p), p→��_��>���������������!K�$�%���������������
���
�����J�$��%���!�����E����������� �������������������������������������� ��E������
����+��������&�������������$E��������������������������������������������
���+�������
przez odrywanie z d������� �� ��������%J� $���%� ��������� E������� ����� ����������� ��
��������������   
 
 
.62� ����� ��������� E��������� ����+������ ��������� ����������������  ���!��
������"�����#
�������#��������������������!��&���������������������� 
 
*��� ���������� ��E������
� ������ �#��� ���������� �� �������� ��#+��� ������� 1�E�������
�����+��� E������� ������� ��������� Q*6(KRZ� ��������#� ������������ � � �������&�
��������&�������������������� ������ ��������

����������"� ��#��#������� ���������
������������
'�������)��!�'" lub zamiennie 
��	��
�����'�E�����)��!�'".  
 
-%4B��G�3� �9�.2�*%�1./��6���054%=�80*�:= funkcja  d :  FORMKRZ 
α N�����������#���	������
)���	��
������
.62���������������������������K 

(1) d(A) = 0,  gdy  A ∈ V, 
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(2) d(A∧B) = d(A∨B) = d(A→B) = d(A≡B) = d(A) + d(B) + 1, gdy A,B 
∈ FORMKRZ, 

(3) d(¬A) = d(A) + 1, gdy  A∈FORMKRZ. 
 
 
9�-��054%��KP�1���������#+"�E�������0
������� ����������E������
����������
���E�������E�������0� 

(1) >�+��� 0� ����� �������� ��������
� ��� ���� �������
���E��������������������
 

(2) >�+����0���������+�����������$)∨C), (B∧C), (B→C), 
(B≡:%
� ��� ���E��������� 0� ��K� ���� ����� �����
���������� ���E������� E������� )� �� ����������
���E�������E�������:
 

(3) >�+���0���������"�¬)
� ����������E��������� ��K�����
�����������������������E�������E�������)���� 

 
� �����������#+������������#����������������������������!���"�����#��������������
�"	�#
�����!��!�����7������+����������������������� 
 
	62-./01� 
(����E�����#�.62K��$$$�→q)∧(r∨¬p))→(p→q)). 
� �����E�����������#��������������
�[���������2����������������������������
���������
[����������������
���+���������������������������������������.�!������������������
�����������������������	�����������#�����������������E�������$���������������%���
��������������������������������������������������������������� 
  
	������������������������#����E������.62����������������tycznej.  
 
Q������������!����������"���������������������������������������&����������&�������������&�������
����� �����+��� ��������� ������� �� E������� 0� ������ ��!��� ����� �!� ��� ��� ����������� ������� ��������
�������������������������������������������������0 i 1.  
 
	������!� ���������� ������� ������� ��#� ��� ����� ���������� �����
� ������ ���
�
����������&
� ������ ���������� ��������� 1� ����� ������ ���
� E��������&
� ������
oznaczamy symbolem 0
���!���� .  
 
��0 �������/�.�(�B��*/.�>?������������!���E�������]��������������������
E��������.62�������������&������+������������&�W���]K�Q*6(KRZ →{0, 1}   ]. 
 
>�+��� 0� ����� E������� .62
� ��� ������� ]$0%� ������"� �#���������������#��������#�
)��!�'"���
�����������������������������H, lub w skrócie ��������#���
���H. 
 
>�������"������� ���������&������+�����
� ����� ���������������(�!�����������"
� !��
�����+�����
��������������������������������������&� 
 
	������!�E�������.62�������� ��#� ��� �������$�������� ��������%� �� ���!�����&�����
���"� ������� �� ����� �����+"� ��������� ]$0%� ����!�"� �#����� ��� �����+��� ��gicznych 
���E������E�������0��1����������&���������"��������"������+"�E�������0�������
������������+��������������������&����������&������������#�������&� 
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��0 �������/���+��(�� �8�.14 :=� �����+��������� ��������� ]� ������"�
�#������������+������������������������������������������#��������������K 
(1)  v(¬A) = 1       wtw    v(A) = 0, 
(2)  v(A∧B) = 1     wtw    v(A) = v(B) = 1, 
(3)  v(A∨B) = 0     wtw    v(A) = v(B) = 0, 
(4)  v(A→B) = 0   wtw    v(A) = 1  i  v(B) = 0, 
(5)  v(A≡B) = 1     wtw    v(A) = v(B) . 
 
W z���������������!�������E�����������!������#��"
�!�����&���������#�������������+"�
������������K���������
�2
�21���+����2�����21
��������������
�!��2����������������
�!��
Z1. 

 

TAUTOLOGIA KRZ :=�E�������0��#�����.62������ �����������.62�����]$0%�P�1 
dla dowolne��������+���������������������� 
 
Zbiór wszystkich tautologii KRZ oznaczamy symbolem TAUTKRZ. 
 
*�������G���� ����������������������������������!���&����������������&� ����������
logicznych dwu-� �������������������&������ �������5�������� ������ ������+������!���& 
���������� ����������&� ���������������&�� � ��������� ���� ��� ��������������� � ��
���&������������&������������+"
�!�������+"�����������!����������!����������������+���
���������&� ���
� �#�����&� ������������� 6�!���&� ���������� ����������&�
jednoargumentowych jest cz���������������������&������������!������������ 
 
v(A) v(B) F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13 F14 F15 F16 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 
0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 
0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 

 
.�!����������Q�������B�≤ i ≤�BA
��������������+"����������E����������!������������������
E������0������)��������������������������E���������������������+�������#��������������
���������������
������������������������������Q��� ������������QS���������"��]$0→B);  
F8 to v(A∧B); F7 to v(A≡B); F2 to v(A∨B). 
 
Tabela dla spójników jednoargumentowych. 
 
v(A) f1 f2 f3  f4 
1 1 1 0 0 
0 1 0 1 0 
 
(���K� � E@� ��� ������ �������J� EB� ��!��� ������������"� ����� E������� �������
� E<� �����
�������������
���+�E=������E��������drzucania. 
 

                                                 
14 Od nazwiska angielskiego logika George’a Boole’a. 
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 ���&�H��#����� ��������E�������#�����.62��	������
�!�� ������H������	
�'�����"�gdy 
��������������������+��������������������]
�!�K��]$0%�P�1
�������!����E�������0�����������
X. 
 
:������� ���� ������� :���������� �#����� ��#� ����"� ���� ]$H%� P� 1, gdzie X jest zbiorem 
E������� ����� ���� ����!���������"� ����#������K�����������E������� �������H�����������
��������+�������������+����������������������]������+"����������������� 
 
 
	����������
� !�� �������������� ��������� �������
� ���
������ ��� ���������
dwuwyrazowy ci������
�� 
 
0.B4%���/���8���/���>?��������������������������������������������������
�����������������E������ 
 
 
  6����#���������������������"��#�����������#������K 

n

n

A
A

A

A

1

2

1

−

Μ     lub    
n

n

A
AA 11 ,, −Κ

. 

 
Q����������������������������������������������
���+�E�����#���������������������� 
 
>��� ����"� �� ����!������ ����+������ ���#���� ������� ������������� ����� ���������������� ��� ��������
E����������� >�+��� �#������� �����!�"� ������� .62� �� ���+������ ���� ������ ���#����� E������
� ��� �������
wnioskowania j�������
�����
������������������������������E������.62��:&�"�������������#+�����������
���#�����������������������������������������
���������������������������������#����.62� 
 
  0.B4%��/�.*���-/��3-.-48�=$/�6�>?������#��������������������
�������
����������� ���� ���� !������� �����+��������� ������������� ]� ���� ��!�� ��"� ���
� !��
����������� �������� �����+"� ��������� ������
� ��+� �������� ��������� �����+"� ���������
E������ 
 

	������
� !�� ����� �������������
k

k

Z
ZZ 11 ,, −Κ

 jest oparte na regule wnioskowania  

n

n

A
AA 11 ,, −Κ

�������P�����������������!�����B�≤ i ≤ n zdanie Zi��������������������E�������

Ai�����������������������
������������������������0i�$��!���&����
������!�������������
���&� �����&� ���
� ��� ������������ ���� ������ ��������� �� E�������&� ������%� 
 
WNIOSKOWANIE NIEZAWODNE (DEDUKCYJNE) :=  wnioskowanie  

n

n

Z
ZZ 11 ,, −Κ

 nazywamy niezawodnym, czyli dedukcyjnym wtw jest oparte na niezawodnej 

regule wnioskowania   .
,, 11

n

n

A
AA −Κ
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>��� ������ ��������"
� ����������� ��� ������+��� ������+��� �� ����������+����  ���#�������
E�����������������������.62K 
 

p∧q  ≡ q∧p , 
p∧(q∧r) ≡ (p∧q)∧r.  

 
1��#����������!������������"����#����uogólnionej koniunkcji, które dotyczy zarówno 
���
� ���� �� E�����K� ����!����� � 01∧A2∧ ... ∧An  (lub odpowiednio  Z1∧Z2∧ ... ∧Zn) 
nazywa����������������������������&�E������$���
%��'�������������������������������
�����+"���������� ������� ���� ���������� E�������$������%� ��������'���!����������7� 
�������������+"����������������� 
 
2��&���������#������������������
�������TWIERDZENIEM O DEDUKCJI:  

   

6��������������������
n

n

A
AA 11 ,, −Κ

�����������������$����������%�����E��������01∧ 

... ∧An-1 → An������������������.62��ð  
 
0�����������������������������������������������
� 
 
Tautologia z twierdzenia o dedukcji, która ma w poprzedniku uogólnio������������#�
E�����
� ����� �������!��� ��!���� E������� ��!������� ��#� ��� ����� ������ �������+����
�������� ������������ ������������ ������� ��� �����&������ �� ��!��� �E�����������&�
������+���������������2������������� �������������������������!���������&���"����
kolejn�+�����������������������������������>�+�������������������������������������
�������H
� ������������#���� ������������������������������ �H� �̀0n������"��#������K�
E������� 0n� ����� ������������ ���������� ��� ������� ����������� HJ� ����� �������K� 0n 
wynika dedukcyjnie (lub wynika logicznie) ze zbioru X. Analogicznie dla 
���������
��>�+���H�����������������
��#�����&��������������������������
���2n jest 
wnioskiem tego wnioskowania, to napis  X �̀ 2n czytamy: zdanie Zn wynika 
dedukcyjnie (lub wynika logicznie) ze zbioru zd�
�H� 
 
 � �.0-*./�.���0�*� 0*=B�(/�����*+��04� �4 KRZ. Istnieje metoda 
efektywna –���������
�������������������������������E�������.62���������
�������
�����������������������G�����������
����������E�����������
�������!���������������������
KRZ. 
 
Szkic dowodu: 
 
1������������������������"��������������#���������������������E�������0� 
Uczynimy to krokach. 
.���B�� ������E�����#� 
.���<��*���������������������#�������!���&���������&����������&�� 
Krok3. Oblicz  2n U�B
��������� ������������!���&�����������0J�<n to liczba ��!���& 
�����+�����
�����������&�����������&����������&� 
Krok4.  Zrób drzewko formacyjne15��������������0������!���&����E������ 

                                                 
15�9���������#������������E��������������!������������"�������������������������������&��������+���
��������������+���� 
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.���S��� ������������#
����������<n�U�B���������������������������:�����������������=� 
Krok6.  W pierwszym wierszy tabeli op�����������������������������������E�������
8���������
�!�����������������������#��������������&���������&�������
���������������
���������E�������0� 
Krok7.  W pierwszych n kolumnach wpisz 2n� ���������&� ��!�����&
� ��!���&�
�����+�����
�����������&����������&� 
.���R�� � *������ �����+��� ���E������ ���!����&� �� �������&� ��������&� ����#����
�����������&������+�����
���������&� 
.���N���������G�������������������#��>�+�������!����������������#������������1, to 
0� ����� ����������� .62
� ��+��� ����#����� ���� �&����!� ������ ���� symbol 0, to badana 
E���������������������������.62�ð      
    
*������������������������+�������E��������������������������������&��������������
������� +�������� ����� ������� ����-����������� ������������ �������������+��� E������
KRZ. 
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4. NIEFORMALNA TEORIA ZBIORÓW 
 
 

	������ ������ ���������� 3�+�������� �������� ����#� ��� ��
� ��� �� �#����� �����������
�!��������������zbiór w dwu znaczeniach: 

• zbiór w sensie kolektywnym inaczej mereologicznym16 – jest to obiekt 
������������
� ������ ������� ��#� �� ��#+��J� �������� ������ ��#+���� jest zwrotna, 
�����&�����������������������������
 

 
(���������� ����� ����� ������� ��������� ���������������� >��� �������������� ���#����� ����������� �����
���#����F��#+��D��� ����#��������������+����F��������������������#+����������������D��1������������� ������
zap���������"����������������� ������������������$������&�����������%������������3�+�����������������������
��������������������������������������–�����������
������������������ oraz ����"����
$�����������������
jest%��1�����������!��������������������������������������������.������
���������&���������������!������
�������
�������+������ 
0���������(����������3�+����������K 
(B��>�+������������#+����������������
�����������������#+����������������� 
(<��>�+������������#+����������������
���������������#+����������������
�������������#+����������������� 
(@��>�+����������������������������Y
�������������������������������Y
������������� 
(=��>�+�������������������������Y
��������������������������������������������Y� 
Def.1. c jest ingrediensem przedmiotu d wtw c jest tym�������������������������������������#+������ 
1�E�<���������������������������Y������%�������������������J��%���!���Y�������������������������������J��%�
���� ���������� �
� ��+��� �� ����� ������������� ����������� �
� ��� ������� ����������� ����������� �� �����
ingrediensem pewnego x.   
 

• zbiór w sensie dystrybutywnym inaczej abstrakcyjnym – jest to obiekt idealny, 
����������������
�����������������������J�������������!�������� ���������������
����������������������&�������� 

 
	��#���� zbioru (w sensie abstrakcyjnym) jest po���������� ���#����� ������������
	�������� ������������� ������� ����� ���#���� �������� ���������� �� �����&�BRMB-1883, 
przez genialnego matematyka niemieckiego Georga Cantora (1845-1918). Sam 
:������ �� ����� ����#���� ������������ ��#� ���� ���#����� �� ������� ����������� i takie 
�!������� ������������� ��� ����������� ��#� ���������� �� ���������&� ������� �������
�
������� ������!� ��	�
�� �
	�	��
�� >����� �� ������������ ������&� ���������� ���#����
zbioru, jest antynomia Russella odkryta przez B. Rusella w 1902 roku.  
 
ANTYNOMIA RUSSELLA := ����#� ���������&� �������� ����������� ��� ����
�����������������H������6��7�����������������H�����&��#����������������������
�������
�������������������������������7�����������������6�����&��#����������������������
�
�����������������������������������������	�����K�����������6�����!������������H
�
������!�����������6L�4���������!�������������H�
�����������������!�"�����������6
����
����������H�����!��������
�����������������������������2���!��������
�!��6�����!��
����������6
�������������������������������������>�+������
�������������!�"�����������
H
��������!��������������!��������������������#���������������������������������
���������+"���� 
 
2�����������������������������������������������������6��������Q��������	�����������
�!���������
Fregego zawiera w sobie spr������+"�� � 0��������� ��� ����� ������������ ������� ���+���� �����&� ����!��
�������"���������#�)�����-Forti (1897).  

                                                 
16 Teoria tych zbio���� �������� ����������� ������ 3�+����������� �� ������� ��#������"����
 (od greckiego 
������meros –���#+"
����������������
�E��������J������������- mereos). 
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2������#�����������������������+"����#����������
������������!������E������������
��E��������� �������������������
������������������������������ ��������#�����1�������
����������
� �������������� �������������� ��#� ������������ �� ���#���� ������� �����
���#���
� ������������ ��������"� ����� ����������� �����#�� 1��� ����� ����� �����������
������������
� ������ �������� ����������7���������$5I��������� ���7�%
� ��������������
�����#��&�������������������#"��1��������������BNO=��������������������������7��
Zermelo w postaci ��������������
������
��������. Oto aksjomaty: 
 

1. 0.�>*(08�6\� *9:5�$517 8-:2 *9:5%�2)5*6\����(��"�
������


X  i Y

����
��
����
�"�������
��
������

X  i  Y

��
������ 

2. AKSJOMAT SUMY.  Dla dowolnych dwóch zbiorów  X  i  Y  istnieje 
������
 �������
 �"��������
 ��
 ���������
 �"������
 �����	
 
 X  i wszystkie 
elementy zbioru  Y. 

3. 0.�>*(08�6\, 5:-�  Dla dowolnych zbiorów  X  i  Y  istnieje zbiór, 
�������
 �"��������
 �� te elementy zbioru  X�
 �����
 ���
 ��
 �"��������

zbioru  Y. 

4. AKSJOMAT ISTNIENIA.   Istnieje co najmniej jeden zbiór. 
 
5. 0.�>*(08� 57�.*;:2* *�:5����/�������
��
��������
�����
�����
������'������ 

 
6. 0.�>*(08�	*12)5*6\� �$����E�������0$Y%%����."�
�� ����
�����	

X 
�
�� ���
)����


zdaniowej  A(x), gdzie  X

����
��������
����������

x�
��������
�����
��� ���
�
���!
�
��"��

tych elementów zbioru  X�
�����
���������
��
)����
��������� 

 
7. 0.�>*(08�2)5*6'�	*8?4*�74*�


."�
�� ����
�����	

X  istnieje rodzina zbiorów 

X, któ���
�"��������
��
���������
���������
�����	

X

�
��"��
����
=
������
��
������
���

�������
���������
�����	

X] 

 
8. AKSJOMAT WYBORU.
 
 
."�
�� ���
�������
�������
����	����!
 �
����������!
 ��������


������
�����
�
�� ���
��
�������
���
�������
��
�����
�
��"�� jeden wspólny element. 
 

9. 0.�>*(08� 20�8?	*�0 50� 130� Q*6('/-� 0� $�������� -� ���� ����#����� �����
wolna w A). (��"�
�"�
�� ����
x
��������
���������
�����
����
y�
 �
A(x,y), ��
�"�
�� ����

zbioru X istnieje zbiór Y, �������
�"��������
��
��
�
��"��
��
�"������
y, dla których – dla 
pewnego x∈X – ���������
����
���	���
A(x,y).    

 
 

 
0���������������������������������������������������������������������&
��������������������������&
�
���������&�������+��������������algebry zbiorów��� ���������������#"������������������������������"�
���������#+"���������
������������  ����������������������������!����������������&�������������
�!�����
��#����������������&�����������"�� ��������������������=���!�������������"������+�������������������
S
�������!����������@�������������A���     

 
0���������� ����!���� ���������� ������ �����!�"
� !�� ������� �����+��� ��� ���� ���#����
���������� $������E��������%K� ���#���� zbioru oraz ��"� ����
 �"�����	
 ��
 �����	, co 
symbolicznie notujemy za Peano,  a∈X17��2�����������������!�������������$������������
z ind��������������%�����
�����E����������
�������H
�-
�2��*���+����������������������
��������������������������
��
��, $�������������������������������%��2�+�������������Y
��
�
z, ������������������������� ���������������������� ��������
������������������������

                                                 
17�� ���� ����������������#������K�element a
 ��"� �
��
�����	
X, albo: a jest elementem zbioru X; albo w 
skrócie: a
��"� �
��
X. 
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e�������� �������� $������������ �� ���������%�� 8�������� ��������� X, Y, Z, oznaczamy 
rodziny zbiorów. Rodzina zbiorów��������������
������������������������������ 

    
1����������!���������������&������������������&K��¬, →, ∧, ∨, ≡, (spójniki logiczne); 
∀, ∃, (s������� ������E�������� ������������ ��������� �� �������������%� P� $�������

����������+������������������������������
nn

z
) 

 
 �����������������B�
�����������#��������������������������"�����������������
���!���
zbiór jest jednoznacznie scharakte�����������������������������0�������������+��"�����+�
zbiór  X �����!���������������������"����������������	����#��������"�����������������
�!��
���������������������������#�����#�������������������������� ����������K�a�
��
��V��
Jedynymi elementami zbioru  X  ��� � �
��
����(�!����#�������� ���� ������"
�!�������������
������
����������������!������#�����������������������������K��aYK�0$Y%V��8���������
czytamy tak: jest to zbiór takich x-��
�������������������������0$Y%��>���+�Y ��������E���#�
���������0$Y% wtedy, gdy w wyniku podstawienia nazwy x do formy zdaniowej A(x) 
���������� ������� �����������  �� ��������K� � aYK� Y ����� ������� ��������V� ����� ��������
���������&� ������ ���������&J� � aYK� Y� ����� �#!������� �� x pali papierosy} jest zbiorem 
���������&��#!�������������&�$����#���%��������������� 
 
.����������������������$5%��������#������������K 
 

a�V���������!��������� 
{a, b}  jest identyczne (równe) z  {b, a} 

{a, a}  jest identyczne (równe) z  {a}  
>��� ����"� ���� ������������ �������+� ��������� �� ������� ������
� ���� ��������� �� jakim 
���������������������������������������������������� 
 
1��� ��&�������� ��������
� ������ ��!�� ����"� ������� a�V� ��� ��!��� ��� a�
� �V� ������������ �������� ���#����
multizbioru (po angielsku: multiset%��1�����������a�V������a�
��V��������������������������
�������!��������
multizbiory. 
    
Symbolicznie: 
 

¬({a} =  a)18  
{a, b} =  {b, a} 

{a, a} = {a}. 
 
I ogólnie dla zbiorów X i Y, �����������������K 

X  =  Y 
��������������!��K 

X  ≠  Y. 
 
0����������������������+�����!���������������"����K 
 

X=Y  wtw  ∀x (x∈X ≡ x∈Y) . 
 

                                                 
18������������������!�����������a�V�≠ a.  
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 �����������������������������������������!��������������������������������������H�– X , 
nazywany zbiorem pustym
� ������ �������� ��#� ���������� ���������∅. Definicja tego 
���������!����"�����K� �HP∅ wtw ¬∃x (x∈H%���2��&���������#��������wierdzenie o tym 
zbiorze: 
 
TWIERDZENIE. 
Istnieje jeden zbiór pusty. 
 
Dowód: 
2���!��� ���������
� !�� ��������� ���� ������� ������ ∅1 oraz ∅2��  �� ����� ������+���
����������� $���� ������+��
� ��� ����������� �� E������������������������ �����+"����������
prawdy) prawdziwe����������#�������������
���������������YK 

x ∈ ∅1  ≡  x ∈ ∅2. 
�����������������������$5%�����K 

∅1  =  ∅2.ð  
 
2�������������������������������������������F�����������D��������*�������������������������
(�!��� �������"��������� �� F�����#����D� ������� �������� ��� na pewno zbiór wszystkich 
zbiorów
����!� ����� ���������� ����������2���!������������ ���������������������� ������������
(�!��������������"����������
�������������������������������������!�
�������������
����+����������������� ��� ������ ����������8��� �����#����� �����
� ��+��� zostanie ustalony, 
oznaczamy symbolem U i nazywamy uniwersum��  ���!�� ������"� ����#� ��� ��
� !�� ��
��������������!��������"
�!���������������� 
 
5����������������������������&� �E��������
� ������������+����8������������ ������������&�����2������-
Fraen�����2����� ��� �E������������ ��������&� �������$�������%����������������#���� ����������������� ��#�
���#���� ������� 	���������� ����������� �������� ����� ������� ]���  �������-Bernaysa-4b���
� ��+� ���������
rodzaju teoria Kelleya-Morse’a.   
 
	����� ����������+�������#�������������������������������������&����"�����#�������
relacje:  
 

• X ⊃⊂Y  wtw  ¬∃x (x∈X ∧ x∈Y) -���������H���-��������������� 
• X # Y   wtw  ∃x (x∈X ∧ x∉Y) ∧ ∃x (x∈X ∧ x∈Y) ∧  ∃x (x∉X ∧ x∈Y) –����������#�
����!���� 

• X ⊂ Y   wtw   ∀x (x∈X → x∈Y)  -  zbiór X zawi������#�����������-��2�����H�
nazywamy podzbiorem� ������� -
� ��+� ������ -� nadzbiorem ������� H�� >�+���
zachodzi dodatkowo  X ≠ Y, to X nazywamy 
�
������!��'�����"!�zbioru Y. 

 
  
 
*��������������������E�������������&������������&�������������#���� ������������������� ���������7�������
.�!������������������������������������������������������G���.  
 

• X=Y   

  
• X ⊃⊂Y  wtw  ¬∃x (x∈X ∧ x∈Y) -���������H���-��������������� 

X=Y 
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• X # Y   wtw  ∃x (x∈X ∧ x∉Y) ∧ ∃x (x∈X ∧ x∈Y) ∧  ∃x (x∉X ∧ x∈Y) –����������#�
����!���� 

  
• X ⊂ Y   wtw   ∀x (x∈X → x∈Y)  -��������H�����������#�����������-�� 

  
 
 
 ���������&���!���������"�operacje: 
 

• X ∩ Y = {x: x∈X ∧ x∈Y}   (iloczyn zbiorów). 
• X ∪ Y = {x: x∈X ∨ x∈Y}    (suma zbiorów). 
• X – Y = {x: x∈X ∧ x∉-V����$��!������������%� 
• X’ = U –�H����$�������������������H��������������'%�� 

 
 ���!��������"�����#��������������&��������������������#������������
�����������������
zbiorach. Wynikiem operacji na zbiorach jest zbiór. Dlatego kategoria syntaktyczna 
����!����� ���� H� ∪� -� � $������� ��������� ��� �������&%� ����� ������� 2�+� ����������
������������� ����!����� ���������������� ���&�������� �������� ����#���� ��������� �����
zdaniem np. X ⊂ Y. 
 
� ������������������+�������gotowani do poznania dodatkowych aksjomatów teorii zbiorów: 
 
3’.     UOGÓLNIONY AKSJOMAT SUMY.   Dla dowolnej rodziny zbiorów X istnieje zbiór Y
��� ���
�

���!
�
��"��
���!
�"��������
�����
��"� �
��
��������
�����	
X ��"� �����
��
X. 
10.     AKSJOMAT REGU306 *9:5����Dla dowolnej niepustej rodziny zbiorów   X  istnieje taki zbiór X, 
 �   X∈X  i   X∩X = ∅.  
11.     AKSJOMAT PARY.   Dla dowolnych dwóch przedmiotów a  oraz  b  istnieje zbiór, którego jedynymi 
�"��������
��

a  i  b. 
12.      AKSJOMAT ZBIORU PUSTEGO.  Istnieje taki zbiór  ∅ ,  �
�"�
 ������
x nie zachodzi  x∈∅. 
 
Systemem aksjomatycznym Zermelo-Fraenkla
�����������������#����������2Q:���������������F:D����������#�
od angielskiej nazwy Aksjomatu Wyboru –�0Y�����E�:&����
��������������������������#����������������K�
��������������+��
� ��������������
� �����$@D%
� ����������#������
� ������
�����+��
�������
� ����#��������
$������� ��������� ���� ��!���� E������%� ����� ��������� ���������+���� � � ��������� 2Q:� ����������� ��#���
������������#�����!����
�!��F��!���Y���st zbiorem’.19      

                                                 
19�	�������������������������������������+��������J�W.���������
�(��������J�BNMRX������WQ�������
�)��-
Hillel, Levy; 1973]. 

Y X 

Y X 

Y 
X 
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PARA UPORZADKOWANA := �������������������� �̂
��_����������������aa�V
�a�
�
b}}. 
 
1���������������������&����&����K 
 
<a, b> = <c, d>   ⇒20    a = c  oraz  b = d.  
 
'���������������#��������������������������������#��������������������-tki, gdzie 2 < 
n. 
 

<x1, x2, ... , xn> := <x1, <x2, ... , xn>> . 
 
UWAGA 
� �����������#+��� ���������#����� ��#��!���"� ���������� �� ���������n-���
	������������
 terminu ���� n-
elementowy.   
 
 
90�-48 �8�0 .*$�2�8��*+��0I��X i Y := zbiór wszystkich takich par <x, y>, 
gdzie  x∈X  i  y∈Y. Symbolicznie  X × Y  =  {<x, y>:  x∈X ∧ y∈Y}.  
 
Zapisujemy  X × Y × Z = X × (Y × Z),   X × (Y × Z × X1) = X × Y × Z × X1. 
 
 8��-0� �8�0 .*$�2�8��*+��04�X :=  symbolicznie:  X × X = {<x, y>: x∈X 
∧ y∈X}. 
 
.���������������
�����������H������������������!�����������H2.  
	���������#������!������������������������������������ .n

razyn

XXX =××
−

4 34 21 Κ  

 
0.(��$��+�/�0/���80.�(�/����*+��0*.��U ≠ ∅  := dowolny podzbiór  
U × U. 
 
Termin ‘binarna’ znaczy dwuargumentowa. 
 
RELACJA n-�0B45./ �����80.�(�/A W ZBIORZE U ≠ ∅    := dowolny 
podzbiór iloczynu  Un . 
 
Zazwyczaj w zapisie relacji n-������������&�����������#�������"���E�������������
�����
������������ ����� ���� ���������1������
� �����#����� ��� �����#���
� �����������������#� �-
������������$�_<%��#��������!�����������������������6n, gdzie górny indeks wskazuje 
�����#���������������������� 
 
 
UMOWA. 

                                                 
20�	����������
�!���������⇒�����������#������������������ 
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Relacje binarne oznaczamy literami  R, S, T. 
	������!�����������������6������ ������������������������!������"� Ŷ
��_∈6
��������!��
���&����������������6�����#����Y���������2����������#�������#�������!��!���"
����E����
���&�������� �������� 6� ����#���� Y� �� �
� ��������������� ������� �������� � Y6��� � �����
�#�����������"
�!��element x poprzedza �����
�!�� element y ������	��
��
x.  Ta umowa 
��������������
���������������&�����#���
�����������������������&� 
 
 
	���!������E����������������������
�!��������������������������������������!��������#�
������#�������������������1����������
����������������������������������E��������������
o jednej zmiennej wolnej, tak z relacjami binarnym�����!����E������������������0$Y
��%�
������&� ��������&�������&� �� �������� ������������ �� �� ����������&� �����������E�����
zdaniowe n-argumentowe postaci A(x1,..., xn). Relacje n-������������ ������������ �-tek 
��������������&� 
 
 ���&��#����
��������������������&������!�

�����������������������������'��� ���������
�������� �������� �#��� �� ���� ����+������ 1������� ���� �#����� ��#� ������� ������E��������
ograniczonego w postaci np. ∀x∈'
� ������ ��� �#����� ���������� ������ ���������� �����
����������������+���Y
������������������∀x.  
 
�%��/�����0.(��$��+�/�0/=�F�0�>? 

• R jest zwrotna   wtw      ∀x (xRx) . 
• R jest przechodnia   wtw    ∀x∀y∀z  (xRy ∧ yRz → xRz). 
• R jest symetryczna   wtw   ∀x∀y  (xRy → yRx). 
• R jest spójna   wtw   ∀x∀y  (xRy ∨ x=y ∨ yRx).21 

 
��!������������������&�������+�����K 
 
R jest niezwrotna   wtw   ∃x ¬(xRx). 
R jest przeciwzwrotna   wtw   ∀x   ¬(xRx). 
R jest nieprzechodnia  wtw  ∀x∀y∀z (xRy ∧ yRz → ¬xRz). 
R jest antysymetryczna   wtw  ∀x∀y  (xRy → ¬(yRx)). 
6������������������������������������∀x∀y  (xRy ∧ x≠y → ¬(yRx)). 
R jest silnie spójna   wtw   ∀x∀y (xRy ∨ yRx). 
 
1���������������������������������#��������!����E�����������K 
 
R jest spójna   wtw   ∀x∀y  (x≠y → xRy ∨ yRx). 
6�����������������������������������∀x∀y (xRy ∧ yRx → x=y). 
 
 
0.(��$��0I�/���1/�����3 =94�0I�/���1/����6�>?�jest to relacja 
binarna R, która jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. 
 
 
 ���&�����������#���������������'���������_�O� 

                                                 
21 Jest to przy������������������ �������������(�� ���� ������������������+����������������������������� ��
���������������������+����� 
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STRUKTURA RELACYJNA (MODEL) KP� ����� ��� �������������� �UB-tka postaci 

nk
n

k RRU ,,; 1
1 Κ 
����������!�����i (1 ≤ i ≤��%��������������������������-tej relacji.  

 
��������#������������������� RU ; �������'��������������������������+�6�����������������
�������������������'�������"��#������K 

• zbiorem quasi-�
���#
�����"!&�gdy  R zwrotna i przechodnia, 
• zbiorem �����������
���#
�����"!, gdy R jest zwrotna, przechodnia i 
��������������������
 

• zbiorem �������� �
���#
�����"!&� gdy R jest zwrotna, przechodnia, 
������������������������������ 

• zbiorem  	'�����
���#
�����"!&�gdy  R  jest zwrotna, przechodnia i silnie 
spójna.    

 
Niech struktura RU ; � �#����� �������� ��#+������ ��������������
� ��+� a elementem 
uniwersum tej struktury. To wtedy:  

• a����������#�minimalnym  wtw  ¬∃x (x ≠ a ∧ xRa);  
• a ���������#�maksymalnym wtw  ¬∃x (x ≠ a ∧ aRx).22 

 
Przy takich �����&�����!�����&����������+�����������������������������������������K 

• a ���������#���7����	�"!  wtw  ∀x (xRa), 
• a ���������#�najmniejszym  wtw   ∀x (aRx). 

 
��������#� RU ; ��#������������������������������������������"��#������K 

• zbiorem d�������
���#
�����"!����������!����������������������������������
element najmniejszy. 

 
(���"���!��#������
�!��������' ��������������������������������������#�6��������������������"��#�������
�������������������0�������������� ������������"���#��#������K�[���i-��������
�����������������������
�������������������� 
 
4��E�������������!�������������"�����!��+�������#���������������� 
 
 1������������� 
 
  
 3��������������� 
 �������������� 
  

:�#+�������������� 
 
 
 
 
 Quasi-�������� 
 
                                                 
22�������������������a ����������������������������������������+��������!��"����������������������������
wyrazu a.  
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Niech 〈U; R〉��#���������������#+������������������������������&�H��#���������������
podzbiorem U. Punkt x∈U nazwiemy ograniczeniem górnym (dolnym) zbioru X 
�����
�!������7��6� ���� � �6Y� $Y6�%� ���� ��!����� �∈X. Kresem górnym (kresem 
dolnym) zbioru X (symbolicznie supX  (infX)) nazwiemy najmniejsze ograniczenie górne 
$�����#����� ������������� �����%� ������� H� �� ���� ���� ���������� >��� �������� ������
�������������������������$�����������#�����������������%������������������������������
������"��    
 
2�����!����&���E������� ����"������
� !�� �� ������nego punktu widzenia relacja jest pewnym szczególnym 
zbiorem. Tak jest zarówno z logicznego jak i logicystycznego punktu widzenia. Ojciec logicyzmu Frege 
���������
�!�K�����
�����������
�
�
�������"�����
����������
��
���
���������*
��
"�����. Tego programu nie 
��������#�������������"
������������������������������&�����#����
�����6����������&���&����� �'�������#�
���������� ���������"� ���������#� $����L%� ��� ������� �����+���� 1������� ���������� �������� ������
� ���� ���
���������4�����.������
� ��� ������
�!�������������������������������������������������� �����#������+����
8���������������������������������������������������������+�������������������������� 
 
 
 
DRZEWO T = 〈U; R〉  :=  ������'������������������������6�����+�������'
���������������
�������#�������������+��K 

• 6����������������#+����������������
 
• ��'����������������������������������#����6� 
• Zbiór  Gx�P�a�K��6YV����������������������������������������#�6� 

 
8����� ���#!���� ���#���� ������� ����� ���������� �� �������� ��#+��� ������&� �����!�
�� *����������� ���#����
teoriom����+������ ��!��� �����G"� ��� ��������� �� W.��������
� (��������� BNMRJ� @O@-@O=X��8��� ��!� �����
������������������������"��������.b�����$���������!��%�� 
 
B�%:J�-0*.���T :=  zbiór X ⊂�'����������������������������6�����
�!���������������
�����������������������������8�������������H�����������������������+����� 
 
 ���&�������#������������8�P�〈U; R〉.  
Punktem drzewa T nazywamy element zbioru U. 
 
 ���&��Y6������������������������������!�������������������#�������������Y
��
������������
y nazywamy ���
����
��!���	��
����em ������� YJ� ��+� ������ ������� Y� ���������
���
����
��!�
�
���
�����!�����������2���E������������������"
�!�������������Y���!��
���"���#������!������������+����������#����
����������������������+����������������� 
 
Punkt y drzewa nazwiemy ��	��
�����!�punktu x wtw zachodzi xRy. Dany punkt drzewa 
��!�� ���"� ������ ����#������� $������!� ������
������� �����%�� 2����� ������������
����������������#�������������+������������������������������+����������#������ 
 
Przodkiem drzewa T nazywamy punkt drzewa T, który nie posiada� �����+���������
�������������� �������������������������������������������������#������������6��������
tylko jeden. 
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Drzewo T nazywamy �
���#
�����"!
���������������#������������+������&��������+�
������� ������� ������ 1��#��� ����� ��!���� ����"� �� ���������
� ����im i n-tym 
�����+�����������#�����������!������������
����������������������������� 
 
'��������������������8���!����������"������ �������������� ��E������
�������������������� ����������
���������+������+���������
���������������������#�����&���&������+������������#�������� 
  
Drzewo T nazywamy drzewem dwójkowym, gdy dowolny punkt drzewa posiada zero, 
������������������!������������+�����������#������� 
 
	������������8�����������������!������������+�������������#���������������punktem 
������"!�drzewa T.  
 
>�+���8�����������������������������������0
������!������E������"�poziomy drzewa T, 
�������� �������������'��Poziom 1 = {A}. Poziom N+1� ����������������������+�������
����#���������������&���������poziomu N��.����+���������+�����������E����������������
drzewa jest mo!����+"������������ ��������
� ���������&������� �������#�F��������D����
poziomach drzewa.   
    
Drzewo T nazywamy 
�����!�	�������"!, gdy zbiór wszystkich punktów drzewa T 
����� �������� ���
�������� 4��� ������ ���������&� �������� ������� 8� ����� ��������
������
����ym, to drzewo T nazywamy 
�����!����	�������"!� 
 
������

���	3��	
y w odniesieniu do zbiorów jest wieloznaczne.23  
Zbiór X nazywamy ��	3��	
�� ��������������������!�������+��������� �������&
����������������������+��������������
H��:������!�������+�����������E���������!�������+������� 
��������� cHc
� ����H� ����� �������
����������� ������+"� $�����#����������%��������H� ����������� liczb������������ 
zbioru X.   
Zbiór X nazywamy ���������	
gdy istnieje takie n∈ 
�!��cHcP�� 
Zbiór X nazywamy ������������	 gdy nie jest ���
������ 
Zbiór X nazywamy ������������	
 

 ������
 ���������� ���� H� �������� ��������� -� ����
� !�� ����� EK�  �→ Y jest 
��!�������+������ 
2�������������+���$������������������������%��������
�!���������#����������
�����+�������������!��� 
Zbiór X nazywamy przelic������
 ������������	� gdy istnieje odwzorowanie f: N →� H� ��!�������+������ �� F��D��
(��������������������H��������������������������
�������������������������������������� 
���������
�cHc�P�c c 
 
UWAGA��*�� �����
� ��+��� ���� ��������� ��� �������� ����������
�������� ������ ���	
��
�����
�#�����������������������������
����������	
��
����.   
 
Drzewo T nazywamy 	�
��
����������
������
� ������!��������� �������8���� ������
���
������������������+������&�����#�������� 
 
2��&���������#������������������
���������������.b����K 
 
LEMAT KÖNIGA:24 
.�!��� ������� 8� P� 〈U; R〉
� ������ ����� ������
������ $�������������%� �� ���
�������
�����������
��������G�������
������ 
 
Dowód:25 

                                                 
23 Dla zrozumienia tego fra������������#���������"�������������E�����������������������������������������+��#�������
E���������������G"�����+������������ 
24�2�����!�
�����+�����������8�����#�������������������������
�!���������"������������������� 
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(1) Podzielmy zbiór punktów U drzewa T na zbiór punktów dobrych i zbiór punktów �����. 
Punkt nazywamy dobrym wtw pos����� ������
������� ������ ����#������J� ����� wtw 
�����������������
�����������������#������� 
$<%�	������������������������
�������������#����������������������������������
�������&�
�����������!�����������
������������� 
$@%�.�!��������������
���������"��&����!������������������+����������#������4���������
����
� ��� ���������� �����+������� ����#������ ������� ���
� �� ������ ���� �����!���� ������
��������� ��"� ���
� ���!� ��!��� ������ ��� ������ ���
������� ������ �����+������&�
����#�������� 
$=%�.������������ ������ ������
������ �������������������#������� ������K� �0 – przodek 
drzewa T,  s1 –�����������#�������������$�����������������������$@%%
��2 –�����������#�����
������������#������$�����������������$@%%
�����
���������&�����������������������
��������
������� 4����� ������� ����� ���� ���
�����
� ��� ����+� ������ ������� ���� ������� ��������
�����+�������������#�����
���������������������$@%�ð . 
 
Bardziej formalny dowód lematu Königa: 
(1)  Symbolem Nx�������������������������&�����#�������$�������������������+������&%�
punktu x drzewa T.  
(2)  Punkt x drzewa T nazywamy dobrym wtw |Nx| = |N|. Punkt x drzewa T nazywamy 
����
�������������������������c x| = n, dla pewnego n∈N. 
(3)  Przodek s0 drzewa T jest dobry, bo |U| = |N| i zatem |Ns0| = |N|.  
$=%� >�+��� �������� ������ Y� ������� 8� ����� �����
� ��� ��������� ����� �����+�����
� ������
����#������ ���&�����������������+������������#��������Y��#�����������1, y2, ..., yn. Jest 
��&����
������������
�����������������
������������������+�����������4���������������
��� ������� ����� ���
� ��� ������ ������ �������� �����a (...(Ny1 ∪ Ny2 )∪... ∪ Nyn� %� ������
���
������$������
����������������������
������&�����������������
������%��� �����
�������������Y�������������������������� 
$S%�.������������ ������ �����4� $����G%���������������K��0 –�����������������>�+��� �����
$����G%� ���t skonstruowany do punktu sn,
� ��� ��������� ������ ����#����� ������� �n (taki 
�����������������������$=%%���������������������������������4�������n+1. 
$A%� � :���� 4� ����� ������
�����
� ��� �� ����������� ������ ����+� ������ ������� ���� �������
�����+��������
�������������#������$������������$=%%���������������������������
������
$����������������!������%�ÿ   
 
  
UWAGA 
>�+��� �������8� �� ������� .b����� ����� �������������
� ��� ���� ��������� ��������"� �� �����
��������� �� ���������� �������� >�+��� ��+� ������� ���� ����� �������������
� ��� trzeba 
��������"����������������������������������������������+�������������#������� 
  
	��#���� ������� ��!��� ���������"� �������� �������� ���&������ ��� ���#���� ���E�
� �&�"� ����� ��� ������!�
�����+���������������+�������Grafem nieskierowanym nazywamy zbiór punktów (zwanych �����
���
���) 
wraz liniami (zwanymi 
����������%����������������������������&�������Grafem oznakowanym nazywamy 
���E
� �� ������� ������&����� $�� ����#����%� ��� ����������� ����������� �
���
�� ���E�� ��������� �����
������&���������E������������&�����#��iami. Cyklem ���E�����������+���!�#���������E�
�������������������
��������������&�������� ������������:�������E�����������prostym ����!�����������&�������������#�������
������#������!����
��������������&������������������������������4��E����������spójnym gdy dowolne jego 
���� ������&����� ��� ���������� +���!��� Drzewo =: graf spójny, bez cykli prostych. Istnieje mocno 
�������#���������������������������������������.        

                                                                                                                                                    
25 Dowód za Smullyanem i Königem. Por. J. König, ‘Zum Kontinuumproblem’ , Mathematische Annalen, 60 
(1904), ss. 177-180. Por. [Smullyan 1995; 32]. 
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1��������������
��������������+���������#���������!��������&����#"�����������
������
������������������!�������������#����������������–����#����E�������–�������#����������� 
 
Najpierw definicje pomocnicze: 
  
DZIEDZINA LEWOSTRONNA RELACJI BINARNEJ R := w skrócie mówimy 
dziedzina  relacji R, symbolicznie:   

DL(R)  =  {x:  ∃y (xRy)}. 
 
DZIEDZINA PRAWOSTRONNA RELACJI BINARNEJ R  :=  w skrócie 
przeciwdziedzina relacji R, symbolicznie: 

DP(R)  =  {x:  ∃y (yRx)}. 
 
   
FUNKCJA JEDNOARGUMENTOWA :=  ������#� ��������'×U ⊃ R ≠ ∅ nazywamy 
E�����������������������������������H�⊂ U  w zbiór  Y ⊂ U, gdy: 
(f1) DL(R) = X, 
(f2) DP(R) ⊂ Y, 
(f3) ∀x,y,z∈U  (xRy  ∧  xRz  →  y = z). 
         
5��������+���������E�����#���K�����
	����
������odwzorowanie.  
 
Q������������#����������"������������������E
��
�&�� 
 
2����� H� ������� ��#� �������� argumentów lub��
���
����funkcji f,� ��+� -� ��������
����
����lub ��
�����
���
��� funkcji f.  
 
Q��������#�������FE������E������������������H�����������-D�������"��#��������������������
w taki sposób  f: X →Y.  
 
>�+���Y����������������H
� ���E$Y%�������"��#�������������
���� �

!��f dla argumentu x 
lub ������
���� �

!��f w punkcie x.   
 
Symbol →� ����� �!������ �� ��������� ��� ���� �������
� ����� ����� ���� ����������� ����� ��
��������E���������������������������������2������������#���������������������������!�����
�&���������������������������"�������������������
�� ���!�������������������#��"� 
 
(���"���#��#�����������!
�!��funkcja f�!�	���
��������"!�	��������������#������������X.  
 
'���������������#����E������������������������������funkcja n-argumentowa ze zbioru 
Xn w zbiór Y.  
     
������������ ��+� �����adkiem funkcji n-argumentowej jest �
�������, �#����� E�������
����������������� ������ � Hn� �� ���� ������ H�� 1��������� ������ ��������� �
����������-
argumentowym.  
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>����� �� �������� ����������� – algebra abstrakcyjna -� �������� ��#� ��������� ��������
�
których relacje ��� ������������ ����+��������� ���������� ���������� �� ����� ��&� ���
�������
�������8����������������������#�algebrami.  
 
	62-./01 
 ���&��'�P�aO
BV�������&������������•: U2 → U;  +: U2 → U;   -:U→�'�������+������#���
����#������K�+(0,1) = +(1,0) = +(1,1) = 1 oraz  +(0,0) = 0;  •(0,0) = •(0,1) = •(1,0) = 0  
oraz  •(1,1) = 1; -(1) = 0 oraz  -$O%�P�B����������#�������������������������������U=〈{0.1}; 
•, +, -〉� � ��������� $�������������%� ���������

������ 5����� ����������� ��������
Boole’ a  jest  U = 〈Ρ(U); ∩, ∪, ′〉, gdzie  Ρ(U) jest zbiorem wszystkich podzbiorów zbioru 
'
���+���������������������������������+�������������������������������
����������������
������������ 
 
.����������������!�������E�������E��������������
�!��E������
����������������������������������
������������!�
��������� 8��� ���+���� E���
� ��#���� ������
� ��������� ���#� ������� �������� ����� � ������������ �������
matematycznej. 
 
Q�������E����������#�����

���
���lub ����
����
���
�����+������&����K 
 

f: X → −11  Y   wtw   f: X → Y  ∧  ∀x∈X ∀y∈Y (f(x) = f(y) → x = y). 
 
�������� ������������+��� �������������� �����������������������������������������
������ E�������� 8��� ��������� $������������+"%� ������� ��� E������� ������������ ����
�����������&������+��
� ��������������������
���+�����������������������������E�nkcja 
���� �����������&� ����������� ������������ ����������� �����+���� 0���� �������!���K�
�������� ��������� ������� ��� E������� ���� ��!���&� ����������� ������������ ��!���
�����+��
���+������������E�����#
����������!���&������+�����������������!������������� 
 
	���!��y to na rysunku. 
 
Q�������E����������E�����������������H��na zbiór Y [symbolicznie f: X →na  Y ] gdy: 
 

f: X →na  Y    wtw    f: X → Y  ∧  ∀y∈Y ∃x∈X (f(x) = y). 
 

Q�����#� E� ��������� E��������
������������

���
���lub bij�����
� ���� ����� E�������
����

���
�����H���-������E���������H�na Y. 
 
2����� ����������������&� ���� ��#� ���E������"��� ������������+����>��������������������� �����6��1��������
�����4��Q����� �� �������� �������� ������#��������� �������� � ��&������������� �������� ������������������
���������������� ���������������������������������9��+�����������������������������#���F��E��������������������
����������&�  � �� ������� �����+��D� ��� ��#� ��� ��+��� ������#� �������
� ������� ��������� ���&������ ��#�
izomorficznie, czyli tak samo wzgl#��������������������������������������������������������������� 
 
�����������	�
��

��������������#���!���E�����#�EK� �→ X, gdzie X jest dowolnym 
niepustym zbiorem.  
 
2������� �� ����+�������� ������ �-��#� �������������� ������"� ��#� �#����� �������� �-
elementowym�� 	������� ��#� ������ ������� �������� �� ������� (���������� ������� O� �����
elementem zbioru N, ale nie jest elementem zbioru N+��:���������������� �������+��"���
������E��������E�������EK� + →�H��	�����������������#������������������������"�����������
������������������+����������������������������"������������-�������
��������������
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n-������������� ����� ��������� ���#��� ������� ��!����+����������
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5. NAZWY 

 ����
� ���� ����������
� ������� ��������� ���� ������� ������ �� ����&� �����������&�
����������������������&��2������#������+�����������E��������������&��������������������
����"� ��������� ��E�����#� ������ ����� �������� *������� ���� ��� �� ������
� ���� �� E�����E���
�#�����������
������������������������� 

 ���� �� ������+��� ���� ��!��� �� ������� ���������� ��&������������"� ��������� �������
syntaktycznymi. 

5��������������������������������������+����������������������#���"�����#������K�$�����
!�	���������������!���
���
��������	������	����%����	
����� ������������‘x jest zielone’  za 
��������������x i wtedy schemat przejdzie w zdanie sensowne. To ����+����������������
����� ����������� ���� ��E������
� ���� �� �������������� ������� ����������� ������ �������#� ���
���+������������+��������������&��5��������+�����������
������������������#����������&�
potocznych intuicji brzmi: ������!�	����
�������������!���
���
�����
���������. 
 
 
5.1  EKSTENSJONALNA TEORIA NAZW.   
 
Ta teoria nazw jest w istocie sprytnym trickiem. Pozwala ona bowiem na mówienie o 
������&� ��� ��+����������� �������
� �� ������&� ��!� ����"� �������� )����+�������
�����+�����������������������������!����+"����������������#��������������
��������������&�
(sylogistyka) oraz teorii definicji. 

Q�����������������������������#�������������� 

 

DESYGNAT :=  obiekt, który nazwa nazywa.    

 
 
��!���� ������������� �� �&���������� E�����E������� ����� �������� ���������� �������tów 
������� ��������������������+�����#���������uniwersaliów -�������������������E�����E��
�
�������������������!������+��������������� 

2������
�������&�����������������+����#��������
��������������������K�n, m, p, ... .  

 

DENOTACJA NAZWY n := zbiór wszystkich desygnatów nazwy n.  

 

1�������#�������n oznaczamy symbolem D(n). 

1��#���������E���������!�������������"���#������������������������������#����������&� 

*�������������������������&���������������K 

 

	*1250/� 02�  CHARAKTERYSTYKA DENOTACJI LUB 
DESYGNATÓW 

KRY8765'(�	*1250/' 

1. NAZWY 
PUSTE 

Denotacja jest zbiorem pustym.        

 

.��������� ��������K� �������
desygnatów. 
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2. NAZWY 
JEDNOSTK
OWE 

3. NAZWY 
OGÓLNE 

Denotacja jest zbiorem jednoelementowym. 

 

1��������������#������!��������������� 

1. NAZWY 
KONKRET
NE 

2. NAZWY 
ABSTRAK
CYJNE 

N���������������������������������� 

 

 
 
 �������������������������� 

.�����������������K������E���� 

����������������#�������� 
 
 
 

1. NAZWY 
INDYWID
UALNE 

 

2. NAZWY 
GENERAL
NE 

 ���������������J��������������������������K�
Adam Mickiewicz, Stefan Banach itp. 

 

 

Np. ‘Najwi#����� ������� ����������
dwudziestego wieku’  

.��������� ��������K� �������
wskazywania desygnatów. 

1. NAZWY 
PROSTE      

2. NAZWY 
2/*,* 7�� 

2�������������������������������������������� 

 
2�����������#������!������������������ 

.��������� ��������K� �������
�����������������&�����#� 

 

>��� ��������������!������������ ��������������"
�!����!��� ��������������� ���� ����#�
������������� 

���
����  nazwy n�������"��#�������#��������������!���	���	���lub zakresem nazwy n.  
 ���������������������������������&����������#������������������� �����������
�!�����������������&�
��������������������������������&�����������&��	��������#�����������������	!� czyli ����%�nazwy. 

 

	62-./01-� 

1. Desygnatem nazwy 	�����#�������!����������������������2�+���������������������
�#����� ������ ���������&� ������� >��� ����"� ���������� ������ ����� ������������
abstrakcyjnym – takim jak zbiór. 

2. Nazwa ��!���
	��� ��
���� ��� ������ ����� ������ �����
� �������!� ���� ��������� �����
Denotacja tej nazwy jest zbiorem pustym. 

 

1��#��� ������������� ���������� ��!��� ��&������������"� ����� stosunki zakresowe 
(relacje) ����#�����������K� 

• Nazwa n jest �
��
 ��������#����������m  wtw  D(n) ⊂ D(m). 

• Nazwa n jest ����
 ��������#����������m  wtw  D(m) ⊂ D(n). 

• Nazwa n jest ����
������nazwie m  wtw  D(n) = D(m). 

• Nazwa n ��
��!���	� ���������m  wtw  D(n) # D(m). 
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• Nazwa n ����!�
��	� ���������m  wtw  D(n) ⊃⊂ D(m). 

	���!���� ���������� ���������� ������ ����� ����������� �������������� >��� ����"� ��!���
����������������������#��������#������!���������������
��������!���������������������
��#� �� ��!���� ���������  �� ��������
� $����������
� !�� ������������ ���� ��������%� ������
krasnoludek ����������#��������#����������samochód. 

	62-./01-� 

1. Nazwa ssak� ����� �����#���� ����#���� ������ 
��
� ���!� ������ ���������&� �����
����������#��������������������&���������6�������+����������
�� je��������#����
����#����������ssak. 

2. Nazwa �������� ��	����!�
�� ���
�� ����� �������!��� ������� �������� ��	����!�
��
serce
����!���&������������������������� 

3. Nazwa pojazd szynowy ����!���� ��#� �� ������ tramwaj
� ���!� ��������� ��������
�������� ���� �#����� ����������� $�������%
� ��������� ��������� �#����� ����������
�����������������������������������#�������������������������$��������������
�
konne). 

4.  ����� ������ ��������� ��#� �� ��!��� ����� ������� 1������� ���� ���������� �����
�����������	������������������������� ��#�����&������ ���t para nazw: widelec i 
����� ������������!�����������
���������������+������������!�������������� 

 

  

Diagramy Venna.26� ��� ��� ���������� �������� ��� ������&� ��!��� �����������"� ���������
���&�����������#������������������&�$������#���%�������(�!������������!��������"����
badania praw algebry zbiorów.  

1���������������&���������������������#������K�� 

�8'80>���80�5d�150460(-�I7  0�130�1�*:C�5�8627:C�2)5*6*�  

 

>�������"����#���������������&�I�������������&�������������������+�������������������
��������������
���+����������&����������������������������6�����#����&�����������#����
���������������������������������������������������������������������������
�!����+���
������������+���
�!������+������������������������������������������������������������
U��>�+�����+��������������+���������������������
�!������������
�������������������--. 
>�+�����+�������������������������������������+�����������������
�������!���������������
����
�����������������������������!�������������� 

 

"#$����%&'()�*+,-.# 

 

������ ������������������ ��#� �#������
�!����!���������������� ����
�!�����������������
�����������������+"��(�!����"����������
�!���������!���������������������������������
8��� ��� ��� ��!��� ����� ��&� ���+"��	���������� ��������� ����+���� ���+��� ������ ����� ����
�!��
���+"��������������&���������������&�wszystkim desygnatom tej nazwy. 

                                                 
26 Termin ten pochodzi od angielskiego logika o nazwisku John Venn (1834-1923).  
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 %&'()�*+,-.�n := zbiór wszystkich form zdaniowych jednej zmiennej, z których 
powstaje zdanie prawdziwe po wstawieniu w miejsce zmiennej, nazwy indywidualnej 
dowolnego desygnatu nazwy n��8��+"�������n oznaczmy symbolem T(n). Symbolicznie: 

T(n) = {A(x): ∀a∈D(n) (A(a))}. 

2�������� ���+��������
������� ����� �������
�����!�� ��������������E�������������� �������
zmiennej.   
 
	62-./01� 
1�� ���+��� ������ krowa ����!�
� ��#���� ������
� ����#������� E����� ��������� �������
zmiennej:�Y�������������
�Y��������+����!����
�Y�����������J�����������+���������krowa nie 
����!�� E����� ��������K� Y� ����� ������� ������-�������
� Y� ��� ��� ���#� .������
� ���!� ����
wszystkie desygnaty nazwy krowa ������������������������&�� 
 
	���#���� ������������ ����� �� ��&� ���+������ ���&����� ����!��+"
� ������ ��!��� +��+���
��������"�������!��������
�!������������������������������+������������������������#�����
$����#��������������������%
��������+"���������������������������������� 
 
TWIERDZENIE. 
Dla dowolnych nazw niepustych n oraz m: 
 

D(n) ⊂ D(m)   wtw   T(m) ⊂ T(n). 
 

Dowód: 
(⇒)  

(1) 2���!��
�!�����&�����1$n) ⊂ D(m) . 
(2) 2���!������������
�!���0$Y%�∈ T(m). 
(3) ∀a∈D(m) (A(a)).   W����E�����+��������X 
(4)       ∀a (a ∈ D(m) → A(a)).  [z def. kwantyfikatora] 
(5)       ∀a (a ∈ D(n) → a ∈ D(m)).         [z (1) i def. inkluzji] 
(6)       ∀a (a ∈ D(n) → A(a)).  [z (5) I (6) oraz sylogizmu] 
(7)       ∀a∈D(m) (A(a)).   [z (6)] 

 
(⇐) 

$B%�����2���!��
�!�����&�����8$m) ⊂ T(n). 
$<%�����2���!��
�!�����∈ D(n). 
(3)   Forma zdaniowa ‘x ∈ D(m%D�����!���� T(m), bo ∀a∈D(m) (a ∈ D(m)). 
(4)    ‘x ∈ D(m)’  ∈ T(n).                 [z (3)] 
(5)    ∀a∈D(n) (a ∈ D(m)).               [ z (4)] 
(6)    ∀a (a ∈ D(n) → a ∈ D(m)).     [z def. kwantyf.]           
(7)    a ∈ D(m).                                  [ z (2) i (6)]   ÿ  

 
 
5.3   NAZWY NIEOSTRE 
 
	������!
���������������&�����������#���
�����������������������������
�����������#
�
!�������E���������������"���������������������������������������
�������������������
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������
� ���� ��!���� ���� ��������>����������������� �#�������� ���������� ������ ������ ��
taki���������
�������������&�������������������������+"
�������������������������
�����
��!���&�������������(�!�������������������"
�!����������������������������
�����������
��������� �������
� ���� ������!���������� �������� ��� ���� ��������8����� ������ ������
����#�nazwy nieostre.  
 
	62./01-� 
	����������� ������ ��������K� wysoka temperatura, � ��� ���	��, ������� ����	�, stary 

������
. 
 
8����#� ����� ���������&� ������������ �� ��������������� ���#���� ������� �����������  ��
��������� ���&� �����!�
� ��������
� !�� ���������� ������� �� ������� ������� �����+��� ���
podzbiorami pewnego ustalonego uniwersum U. 
 
Zbiór rozmyty := para ������������� zbiorów postaci (X, Y), gdzie X,Y ⊂ U oraz  
X∪Y ⊂ U.  
 
9��+����������������������������������������E���������������������!������������#�zbiorami przy����
����. 
 
 
	��#���� ������� ���������� ����� ��������� ������� �����������������#���� ��������� �������
������������+����5���� ����� ����
�!���������� ������������+��� ������#�����!�����������������
������� ���������� ��������� ∈
� ����#����� ��#� �� ���������� �������� ��������&� ��������
	�������������������
�������������*����������&����������&������������������������+����
$���������������������������+"���E�������%
�!������!�����������
��������&
�!���������+����
��� ������ ���� ����!���5���������� ���������� ��������
������� ����!�� ��� zbioru w pewnym 
stopniu��(����������������E�������
����������������"������������������+����������#���&�
��������!��+������� 
 
	62-./01� 
Nazwa ���
��������	�
���������	� � ����� ����������(#!�������������&�BNO������������
���� ��#���� ���� ��������+��� ���������� ��� wysokich. Tych osobników zaliczymy do 
���������� �������  ��������� �#!���G��� ������� BMO� ��� �������� ���� ������ ����!�� ���
�������������� ������� (#!���G��� ������� ��#����� ������� ��!� BMO� ��� �� ��������+����
������������BNO��������!�"��#�����������������������+����+�� tej nazwy.   
 
 
1��� ������� ������� ���������� $H
� -%
� ������ H� ������� ��#� ���������
� ������ -�
�����������������$�������������%
���+�������'�– (X∪-%������������������+����+���������n. 
 
Zbiory rozmyte (ang. fuzzy sets) i skorelowana z nimi logika rozmyta (ang. fuzzy logic), 
����� ��������� �������������� �������� ��#� ��� ��� �����&� ��������

� ������ �������� �������
����������������������
�!�������!������������������������������������E���������	������!��
��� �������� E��������� ���������� ���������� �������� �������������� ��E���acji, które 
���������� ��������� ��#� �� ��������� ������������� ��E�������
� ���� �� ������� �������
������������+���C������������	��������������������
���K 

• nazwy nieostre, 
• metody wnioskowania w oparciu o niekompletny opis obiektów, 
• inteligentne systemy informatyczne, 
• �����&���������!������������������������&�� 
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 ���������&���������&���!�����������"�����#���������������
�������������������������
����������&��������&�*6�$���������������������&%
�0 1�$������������������������&%
�
(5 � $��!����� �������� ��������&%� �����  *8� $������������ ������� ���������%
� ������
���E����������������#������K 
 
[suma: OR]              (X, Y) OR (X1, Y1) := (X∪X1, Y∩Y1). 
 
[iloczyn: AND]  (X, Y) AND (X1, Y1) := (X∩X1, Y∪Y1).    
               
W��!����K�(5 X  (X, Y) MIN (X1, Y1) := (X∩Y1, X1∪Y). 
 
[d����������K� *8X  NOT(X, Y) := (Y, X). 
 
 

6. DEFINICJE 
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5. /#�01234+�53'&-6,'21�&,7�8# 
 
6��������������+��#���������������������������������&���������������&�����������������
����������� ��#���� �������� ��������������������������������� ���&����� ���

� ����� �����
klasyczny rachunek predykatów (kwantyfikatorów).  
	�� ���������� ������������ ���&����� ���
� �������� �������������
� ������� ��������
schematu, inne – nieklasyczne –� ��������� ���&����� ���������� \�� ��&����� ��������
����#������K 

            0.   Motywacja filozoficzna dla danego rachunku. 
1. >#�������&����K���E��������������������!�
����������&� 
2. 0��������������������������C�������K�������������������������E�������� 
3. Aparat dedukcyjny w postaci tablic semantycznych. 
4.  �������� ��!��� ������������ ������������� �� ������ ���&����� �la wersji 

tablic. 
 
 W tym miejscu zostanie podana definicja tablicy analitycznej (Smullyan) (inaczej: drzewa 
�����������������������������������$)��&%%�27�� ������������������������������������#���
drzewach dwójkowych.  
 
Terminy tablica semantyczna, drzewo ro�
���  czy tablica analityczna������+"���#�����!���������������������
Sam idea koncepcji, takich obiektów jak tablice analityczne, pochodzi od Betha, Hintikki oraz Lisa. 
	������!� ���������� ��#���� �������� ��#� ��� ��#���� ���������� ��#���� ������� tablica analityczna (w skrócie 
tablica) lub ������� ���
��� � �#����� �!������� 2� ����� ������
� �!� ������������ ��#����� ������������
���������+"������������������������� �������������� ������� ���!���� ���������������������C��������������
������������&� ����#�������� ������� �!���� ���� ������J� ��� ��������� ���������� ����#������ 	��#������� ��
Suchonia &�������������
��������
�, a z zagranicznych Priesta An Introduction to Non-Classical Logic. 
  
 �� ��������� ��������� E��������� $��+��#������� ������ �������%� ���� �������� 
twierdzenie ���� ���!������ ����+������ �������"� ��#� �#����� ������� ������+� ���E���������
teorii, które posiada w niej dowód28 lub inaczej; dowód $�������+ twierdzenia) jest 
����������
� ���� ����������������� ������������&� ��������+��� ��� ��� ����� ����������
��������+��
� !�� ������� ���������� ����� ���������� ��� ������ ������� �������� 	����#�
������"�����#������
�!��F������������!����D�����������������F��������D��������������!�����
�������!����������������������������������������������29  
2��������� �������� �� ����� �����#� �&������ (�!�� ��� ��"� ��� ��������� ������� �����+���
$���E�������%�������������������&��������
�$���E�������%�� 
>�+�����������������������"�����������$������������������#��������conditional)  Z ⇒ Z’ , 
to zdanie Z nazywamy 
��
�������������
����
� ��+� 2D� ��
��������
����. Taka jest 
praktyka ter������������������#��������������� $�������+������&�����������&������������#�
�������"� ��������
%� �� �#������� ��#� ���� ������"�� :�#���� �� ������&� +������&� �� ������
�����������������#�������!�����2���������!��!���	����
�����������2D
���+���������2D�
jako o warunku koniecznym dla Z.  
 
 
UWAGA 
*���!���������������������������teza i twierdzenie �����������&�����+��
������#������������.62
�������!�
���������������E���������
��������!������#���&���#������������������� 

                                                 
27�8�����������&��!������#����������� 
28 Termin dowód jest tutaj rozum��������������1����������������E������������#����������������#����E������"�
��������+��+����� 
29� �������#������������E����������������������������������per genus proximum et differentiam specificam. 
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>�!� ��� ������� �����!����+��� ������� ��������������� ��� ������� ������&�
charakterystycznych typów lub metod. Najbardziej spotykane to: 

(i) dowód przez sprowadzenie do absurdu (niewprost), 
(ii) dowód wprost, 
(iii) ����������������������#
 
(iv) �������������������#� 
 

0��� $�%� (������ ������� �������� ��#� ��� metody niewprost dowodzenia tw������
�
�������������&
� ������� ��!� reductio ad absurdum� $������������� ��� ������������+��
�
�������
� ���������+��%� ���� �������� dowodem apagogicznym� $��� ���������� ������
apagogeP�����������"%��(������ ������&����� ���	������
������� ����������� ����� ������
dialogu Fedon  oraz od Euklidesa.  
(����������������������������#������K����������
�!�����&�����2������������������!�����
���������� ������ ���������� ������������� $������#%� ����� ������������ $���������
� !�� 2D%��
>�+��� ������������� ����� ����������� ��� ���������+��� �� ����!������
� ����� �� �������
����������������������������$���������������%
�������������������+���������!����#����
udowodnione.  
 
(�������������������������&����������������������������������������������E������.62�
�������������
�!�����������+"���������������E�������0������������������
�!������������
�����E�������¬0���������������������������#������������������������������������!��������
���������+��
���������������������������������������#�����������
��������������������
�
!��E�������0�������������������.62�� 
 
Ad. (i�%� � (����#� ���������� ����!������ ��� ������� �����������wprost
� ������ ��������
��������#��������#������K� 
2���!��
�!���&����������+"������������������������������������������2�⇒ Z’ ..  
2��������
�!�� ���&�����2� $!��2� ��������������%� ������������ ���������� �������ania 
F������"D� �� ������ ���#
� ������ 2D�� *�����+���� ���� ������������ ����� ��"� ���������
logicznie.  
 
0���$���%�(����������������������#����������������������
����������������&
�������������&�
���������� ������&� ���������� 1����� �����&� ��������
� ���������� ������� ��� ���
� !��
�������������������������������������������������������#���������������������������� 
	�������������������������������������������.b��������������!����� 
 
0���$�]%��(��������������������������#����������������������������������������� 
 
 
Tablice ana��������� �������"� �#������� ��!�� �������8
� ����������������� �� ��������
� ���
�������������������tree = drzewo. 
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*���+������ ���#���� �������� ������������� ���� �#������ ���&������ ���������&��� � �#�����
���������� ���&����� ����������� ������������ ��������
� ������ ���������� ��������"�
E�������������������!�������E����������������30����+�������������������������������"�
������#�����������������������E�������� 
 
1������&��������
������ ���������� ����������K�������� �����α������ ������� �����β. Typy 
��������!������#��������������������������������6����������������������8�E�����#�0
����
�������������������α
������!��������������
���������!�������#��������&��������������
E�����#�0
����������� $��� ����������#��%�����������E������ ����������� ���������0J� ���. 
kolejno α1 oraz α2. Graficznie ������������α������������K  

 
 
� �����������+��������������E�����#�0�����������������������β
����������������
�������
��!�������#��������&��������������������0�������������������#����β1 oraz β2. Graficznie 
��!�������������"��������#������: 
 

 
 
Q�����#�0����������9
��!������!�αααα
�������!�����������!�"�������������αJ�E�����#�0�
nazwiemy 9
��!������!�ββββ
�������!�����������!�"�������������β.     
    
TABLICA ANALITYCZNA� ����� ��� �������������� ������� ��������
� ����ego 
��������� ���E������� $���������� ������������ E�����%� �#����� ���&����� ���
��	����� �����
��!���E�������0��#���������������������������������"�����������������������������+���
���������������!����"K 

• przodkiem, 
• �������������������E�������)���!�����$����+���������#������������6%��������������
���#���$������������!��0%��������������������������)����������������- typu α lub 
typu β.      

 
 
 

                                                 
30������������������������������������&�– �����
�����
��� .  

β 

β1 β2 

α 

α1 
1 

 
α2 
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/#:��40+6.�,*.�&+�;8*'4�,�+<# 
 
W tym podrozdziale przedstawiony zostanie system formalny Klasycznego Rachunku 
2��
�$.62%�������������������������������������������������#����8������F���������D���
������� ���&����� ������� ��#� ��� �������� ����������� ���������� ���������&
� ��
����������+������������������������������������
������������������������ 
 
 
6.1.0.    Motywacja filozoficzna dla KRZ.  

 

	�����������
� !�� .62� ������� ��#� ��� ����&� �������&��  �� ��������� ���������� ����&�
�����+������������&K���������
�
��
�
�����
�
��

�������
���������
���
��
����������
��

��	���
1 
����
!����
����������
��
��	���
0)J�����������������������+�����+��
�����a 
brzmi: ���
 ��
������
 ������
 "�
 "
 	�
 
�����#
 ��������
 ���
��
 �$%
 "
 	�
 
�����#

��������
&����$. 5���������"�����������������K�'�(��
������
����
���
���
�
�$%
&�����
�
�

(����
���
����
�)
���������
���
���
�
�
&�����
�*��8������������"�����#������
���������
������� ��� ��� ������� �������!����2������ ��������+�����+��� ��� ������ ���������� �� �����
�����������������#�������� 

 
/#:#:#�=7,.4�4&,# 

 

+0>+�'%�=7,.4+�4&,�?@�� B%� ������������� ������
������ ������ ��������&�
zdaniowych o postaci p1, p2, p3, ..., pn
����J�<%���������giczne (spójniki zdaniowe i nawiasy): 
¬, ∧, ∨, →, ), (. 

 

�'>3*3�=+�,�31&8�>&1A8B�4&,�CFORMKRZ) :=  

1)   V⊂ FORMKRZ;   

2)   A, B ∈ FORM KRZ  ⇒  (A∧B), (A∨B), (A→B), ¬A ∈ FORMKRZ. 
 
2�����������#������
�!����E��������������E����������������������'����#�������������������������!��+�����
��E�������#������(�������������������#��:&���������
��!�����������������&�����������&�����������������&�
��������&����������&
��������#������������!�"��6������"�����#����������K���$0�≡ B)  =df  (A → B) ∧ (B 
→ A). Przy budowie tabl��� ������������&� �������� �������!��+��� ������������ �� ������&� �������
��������&���#����&��� 
 
 
6.1.2. SYSTEM KRZ W WERSJI HILBERTA. 
 
 
*������ ������������ �������� .62� ��!��� ��#� ��� ������� ������������ ���
� !�� ����+������
���������� �������� &��������������� ����� E��������� .62� �� ����� ��&� ���
������� �������
*��������������������������
�������&��#�����������
������������
�������������&�������
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��������������&����� �����������.62� ����� �������!����
������������������ ��������&�
���������&�����������I�����#����������������
������ oznaczmy znakami A, B, C, ... . 
*����������������������������$����E��������������%������#������#�����.62
�������&�
��������� �������+��� ����� ������ Q*6(KRZ�� ��&������ ����������� ���� ��� �����������T��
.����+"��� ������������������� ����� ����
�!���&�"����#����� � ��#����� ������������������ �� ���
��������� $��� ���
������� ��� ������
������%� ������������� ��#� ������� ������������&� ������
inferencji –���������������������� 
 
 Schematy aksjomatów (Hilbert-/����������%K 
A1.      ((A→B) → ((B → C) → (A → C))). 
A2. ((A → (A → B)) → (A → B)). 
A3. (A→ (B → A)). 
A4. ((A ∧ B) → A). 
A5. ((A ∧ B) → B). 
A6. ((A → B) → ((A → C) → (A → (B ∧ C)))). 
A7. (A → (A ∨ B)). 
A8. (B → (A ∨ B)). 
A9. ((A → B) → ((C → B) → ((A ∨ C) → B))). 
A10. ((¬B → ¬A) → (A → B)). 
 
6������������������K��� 
 

B
ABA ,→
J�����6������*���������$(�����	�����%� 

 
 
  
 
6.1.3.      SYSTEM KRZ W WERSJI TABLIC SEMANTYCZNYCH. 
 
� � �#����� .62� ������ ������� �����#��� ��� ���+������ $���� ≡%� �������� E������� ��!��
�������"� ������ ������ �� ����#�������&� �������K� ��!�� ��"� �������� ������+� E������
�
����������������������������������������������������������&�E������� 
 
Zachodzi twierdzenie 
�����

���
�
������
��	���������9
��!��
� �������� ������ ��!��� �����G"� ��
��!��������!�������������#���������������������������K 
>�+��� 0� ����� E�������.62� $�� ���� ����� �������� ��������%
� ��� ��� ��#�����������"��� ������� �� ������ ������� ��
����#�������&��������J��¬B, (B→C), (B∧C), (B∨:%J�������E�������)
�:����������������������+�����  
 
6������ ��������
� �������� �������+��� ���������"� ����� �������������� ��������
semanty������ ������ �������"� ��� �����!����� ��������� E������� ���������� ��� ���������
6����������&��������������*������K 
 

[¬] 
 

 
¬¬A 

A 
1 
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[→] 

 

 
 

[∧] 
 

 

 

[∨] 

 

 
 

 
 
 
 
3������ ������ ��������� ����� �� ������� ���������� ���������&� �#����� �� ��!����� ���������
E��������Q������� �� ��������� �������� ��!�� ��"� ���#��� ����� ���������� $��� ����������
���#����E������� ��������������%� ����E�������� $��� ����������E������� �����������%��5�
����������+�����������������������#�E�������0→)����������������������������������������
���������
� ��+� �������#� ¬(A→)%� ��������������� ����� ���������#� E��������� 1���
przekonania Czyte�����
� !�� ��������+���� ����� ����� ��������� ����� ���������� ����!����&�
��������������������!��
��!�������������0→)������E��������������������������������J�
����������������
� ���� � ��������������� ��������������
� ��+� ����#�����E���������6������
��������� ����E�����y ¬(A→)%������E�������0� ��¬)��2�+� ����E�������0→B (która jest 
���������� ��������������� ����� E�������� ���� ����#��������������%� ����������E�������
¬A lub B. 
 
 
 
-+&8*43�5&+-�,3-1(�3��0+�%.5D-�>1&A8B�4&,�?@��2��&�����
����#����������!���������
��
���: 
[W1]  Form���������α jest prawdziwa  wtw   α1 oraz  α2��������������� 
[W2X��Q������������β jest prawdziwa  wtw   β1 jest prawdziwa lub β2 jest prawdziwa. 
 
:���������#���� ��#� �����������������"� ���������� ��������� ��	��������
�. '����� ���
E��������#�����.62������������!�����������������8������Q��1�������E�������0�$��
������� ����������� �������� ����#�����%� ������� ��#� sygnowana ��+��� ����� ���������
�����+����������������+� �� ���������� ����������� ����&�0� �#�����E�������.62����������
�����������������������#�����
���������������80�������Q0����E����������������������
1���E����������������&� ����������� �������������� ��������������� ����� ���������������������
�����������E�������0�����������8
���������80
���������������!��������������+���0
�
��+������������0�����������Q0���������������!�����E�������+���E�������0�� 

¬(A∨B) 

¬A 

 ¬B 
 

A∧B 

A  
 

B  
 

¬(A→B) 

A  

 ¬B  

 

A∨B 

A B 

¬(A∧B)      
 

¬A ¬B 

A→B 

¬A B 
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'�040��� ����������������"�E����������������&! 
 
 
	62-./01-� 

1. Q�����#�����!�����������"�Q������8�� 
2. Q�����#�� 

 
	������!��� �������� ������ �#������� ��#�������������"� ��#�E��������� �����������
� ��
������ �������"� �� ��&� �!������ ��������

� ������������� ������� ��������� ���� E������
����������&��8�����������"�����#������
�!�����&���������������������������������������
����E�������������������&������������� 
 
&��!����

����!�����9
��!��	���
�����E# 
 

 
   

[→] 

 

 
 

[∧] 
 

 

 

[∨] 

 

 
 

 
 
 ���&� 0� �#����� E������� .62� ��+� ]� �����+���������� ������������ 1��� E������
����������&����&���������#����������!���������
��
���: 

• Q������������80��������������������������+��������������������]������
v(A)=1. 

• Q������������Q0��������������������������+��������������������]�������
v(A)=0.  

 
2����������#�������#��������"�������K�FE���������������������������+���������
��������������D���FE��������������������������+������������������������D� 
 

F¬A 

TA 
1 

 

T¬A 

FA 

FA∨B 

FA 

 FB 

 

TA∧B 

TA  
 

TB  
 

FA→B 

TA 

 FB 

TA∨B 

TA TB 

FA∧B 

FA FB 

TA→B 

FA TB 
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(����� ��������E�����#�0� ��������� ������� ��������� ����¬A. Oznaczamy je skrótowo 
symbolem  T¬A, gdzie indeks dolny wskazuje E�����#����� ������� ��������� ����� ��������
:�����������������������#������K 

1. 7���� ���������� 	��������� ������� ����� E������� ¬A co 
��������������!��������������
�!��0������E�������� 
2. ���E�������¬0����������������������� �����#� ���������
$����������������!����%
�������#�����������������������������������������¬A 
E�����!�E��������������������!���� 
3. 7���� ������� 2���!��
� !�� ������� ���� ¬0� ����� ����+�
������������� �������� ����� ��� ����� ������� E������
� ������ ���� ��������
�������� �����!���
� ��� ��������������� ������ ��������� ����awej strony tego 
������� ��������  ���&� �#����� ��� ����+� E������� )�� 6���������� �#� E�����#�
��������� ������������ �����#� ����� α lub β�� Q�����#� $E������%� ��������� ��
��������� F���������D� �� ����������� ������� ����!��� ��� ������� ������
�!�����������!��������������
���������!�������#���������������&���������
przez B.  
4. 8#� ��������#� �� ������� @� ����������� ���� ������ �!��
���������� E������� �������� �����!���� ��� ��������� ������������� ����������
Q������
�������&����������#������!�"�$�����������������������������������%�
������!��������������������� 
5. Kiedy T¬A� ���������������������
���������������������
��
�������������1�����������������#����������������������
�����&�� 

 
'��������������������������������������82 nazwiemy ��
�
������� rozszerzeniem  
drzewa T1 wtw T2 powstaje z T1 przez j������������������������������+��� ������$α) lub 
(β).    
 
 
%+�03�+�+*+03%.�,*+��0+�>1&A8B.�A (TA%� KP� 1������ �������������� ��
dwójkowe TA� ���� �������� ��������� ����� ���
������ 〈T1, T2, ... , Tn=TA〉 drzew 
��������������&� �� ���������&� ����
� !�� 81 jest drzewem jednoelementowym, którego 
�����������������������0
���+�8i+1�����������+���������������������8i�������!������ �̂� 
   
4���G�����������������
����� ������������������#�����������������+���J�����+�E�������
B i jej negacja ¬B.  
 
4���G�����������������
������ gdy ni�������������#���� 
 
Drzewo nazwiemy 
����� ��������������������������#�������������#���� 
 
*������#���������������E������.62��E��������������!�������������������������&K 
 
�1-D��>1&A8B.�:= �
�
����9
��!���0� ��������� ������#��� �������
zbudowane dla ¬A, czyli T¬A��2��������������&�E�������#�����.62�������������&�������
��� ������� ������ ��������� $������� ������������&%� ��������� ��������� 1��TA�� >�+���
������������ ��#�E��������� ������������ ��� ��������E�������0����������������#���
������#�����������������Q0
�������8FA. 
 
Q�����������!��������������1��TA�������"��#�������dowiedlnymi. 
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4���G�4�������������������������������
!����� gdy:  

• >�+��������������#���������E������������α
���������������������!�E�������α1  oraz α2. 
• >�+��� ��������� ��#� ��������E������� �����β, to przynajm����� ������ ��E������β1, β2 
������!���#������������������ 

 
  
8�����#� ������������ $������� ��������%� 8� ��������� 
!������ ���� ��!��� ����G� �����
������#���������������� 
 
 
 
/#:#F#��*3'4%D&'�-+G*3'=6,'�%-3'&�,'*3+�A'%+0123�,*'�

O KRZ. 
 
%-3'&�,'*3'�1�*3'65&,'�,*1(�3# 
 ���&�0��#�����E�������.62�� 

A∈DowTA ⇒  A∈TAUTKRZ 
 
Dowód: 
2���!��
�!��0∈DowTA���������������������#�����������������������¬A. 

1. Definicja pomocnicza: drzewo nazwiemy 	����������
� ���� �&����!� ������ �� �����
���#��� ����� 	���������. 4���G� 4� ������� ��������� 	����ialna, gdy istnieje 
�����+��������� ����������� ���� �������� ���������� E������� ���#��� 4� ��������
��������+���� �����+"� ��������� �������� 5������ ������ ����G� 4� ���������
����������
�����������E��������!����&����4����������������� 

2. Q0.8�� >�+��� ������� �������������� �� dwójkowe Ti� ����� ����������� �� �����
�����+����������������������������������������������������������8i+1, to Ti+1 
�����������!�����������
�������!����������+��������
�������������8i������������������
DOWÓD FAKTU. Ti ��������������������G�4�������������
�!�������������������8i+1 
powstaje z Ti���������������������������������������α lub β��>�+����#���������������
α
����������������F���������D�����������������#���E�������α1 i α2. W przypadku 
���������������������G�41��������!���������#���4
��������������E����������+����
���&����
������������������#���������4��>�+�����+�����G�41=(G, α1, α2%����������G�41 
����� �������������� ���#��� 4
� ��� 41� ����� ����������
� ��� ��� ����������+��� α dla 
�����+��������� ]� ������
� !�� α1 oraz α2� ��� ���������� ���� ����� �������
�����+���������]��>�+��������+�����G�4 ��������������������!������������������β 
�������������#������������$4
�β1) oraz (G, β2%�����!������������8i+1, to przynajmniej 
�����������&������������������ 

3. >�+��������������¬0������������#��
����������!����"����������������������E���u z 
punktu 2. dowodu, przodek (drzewo T1%� ���� ��!�� ��"� ����������
� ���� !�������
�����+��������� �������������� 1��� ��!����� �����+��������� ������������� ]
��
v(¬A) = 0�������]$0%�P�1. ÿ  

 
 
2������"� �#������� �������� ��� ����������� ��� �������� ��������� ��� ����������� 
������������+����:���������
�!�������E���������������������������������������
�!���������
�����L� >���� ��� �������� �� �����+"� �������� E����������� � � �#����� ����������
� ������
�����������������������+�������������������������
�������������+"��������������������!ej 
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�������������� ������������ �� ������������+��� ������� ��#� soundness $��� �������#� �����
�������%%��	����+"���������������������������+�������������������������������������#�
completeness. 
 
ZBIÓR HINTIKKI KP�������H�E������ �#�����.62�������� ��#� zbiorem Hintikki (lub 
inaczej: ��������	�
���������%
��������������������K 
$CO%���!����������������������������������������������������!����������+�������H� 
(H1)   α∈X ⇒ α1∈X  oraz  α2∈X. 
(H2)   β∈X ⇒ β1∈X lub β2∈X. 
      
,�3D&�;3*%3443��0+�>1&A8B�6.2*1-+*.�;�?@�zbiór fo���������������&�
H����������#���������C�������
��������������������K 
$CO%D�����!��������������������������
�8����Q����������!����������+��������������H� 
(H1)   α∈X ⇒ α1∈X  oraz  α2∈X. 
(H2)   β∈X ⇒ β1∈X lub β2∈X. 
 
 
LEMAT HINTIKKI. 
.�!���������C��������H�⊂ FORMKRZ�$���
����������������
�����%����������������� 
 
Dowód: 
2���!��
�!��H��������������C�������� 

1. 2��������� �����+��������� ����������� ]� ������ �������� ����
�
����� wszystkie 
E��������������H�� 

2. 1��� ���E���������� �����+��������� ������������� ���������� ����"� �����+��� ������
przyjmuje na zmiennych zdaniowych. Dla dowolnej zmiennej zdaniowej p 
���&�����������������#�������&�����������K� 

 
• p∈X   ⇒   v(p) = 1, 
• ¬p∈X  ⇒   v(p) = 0. 
• p∉X, ¬p∉X   ⇒    v(p) = 1. 

 
@����� ���!�����������������!������
�
���
��� (por. str. 12) b����������������������
���!�����E������
�!���������������E�������0∈X, v(A) = 1���1����PO
�����������E������
0� �� �����+��� O
� �������� ��� �������� ��������
� ������ ���&����� ��� ����� ��E�������
�����+����������2���!��
�!�����������������&������������������&�E�������rótszych od 
n>O��:&�����������"
�!�����������������&������������������E�������0��������+������
1����PB�E���������!�����"������"���������������������
��������������������������
��� ����� ��E������� �����+���������� *������ ����� ���������� �������� E������� 0� ��
�����+����
������E������������α lub typu β��(��������������"���������������� ���&�0�
��������"�α. Wtedy α1  oraz  α2�����!������������H�$��������$CB%%
��������������!�0���
��� ���������� ���� �����+��������� ]
� ��� ����� ����!����� �������������� 2� ��&�
���������+��� �������� �� ���������+��� E������� 0� ��� ���������� ���������
���������+���W� 1X��>�+�����+�E�������0�����������β
�������������������������E������β1 
lub β2������!������������H�$��������$C<%%
��
�����������������E����������+������
������
����������� ����� E������� 0� ����� ���������� ��� ���������� ��������� ���������+���
[W2].  
8����� ������� ��������� ��#��������� ��E����������������� ����������� ���� ������������ ����)→C. Jest to 
E������������β���������������������E�������¬)�����:�� ������������������
��!�¬)��#����������������������
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formu����  �� ��������� E������� � )→�� ����� ������� �����+��� �� E������� ¬B. Trzeba ten krytyczny 
���������� ���������"� ��������2���!��
� !�� )���� �����"� ��������� ����[� ����� E�������¬[� ����!�� ���
zbioru X. Wtedy v(¬q)=1 i v(q)=0
� �� ����� ����� ]$[→p)=1�� >�+��� ���&����� )P¬D, to ¬B=¬¬D. 
Q�������¬¬1�����!�����H�
�1�����!�����H�
�]$1%P1 ��������+����]$¬D→p)=1��>�+�����+�E�������)������
�����E������������α lub β, to ¬)������!����#����E����������������������������������������&�������������
����!������������������   
��������+�������������������#������������������������+���������������������
�������
������������&�E�������&��������C��������H����������������+"�����������������������
���+��������!���������+"��ÿ  
 
3����� ���� ���� H� �#������� �������� E������ ����������&� ��� ��������� ������� 1�E������my  
�����+���������]�����#������K��]$�%P1, gdy Tp∈X;  v(p)=0 gdy Fp∈X;  v(p)=1 gdy Tp∉X i Fp∉X. 
����!���
�!�� ������!����E�������0∈HJ� ����������E�������0� �������������������������+���������
�����������]��1����� ����� �������������������+���E�������0
� ���� ���� �ygnatury. Dla n=0 mamy do 
������������������������������������������������������������]�����������E������������+���������]��
2���!��
�!�����������������&���������E��������������&�������������_O��� ���!���
�������&���������
����E�������������+������.�!��������E�����������������E������������α lub β��>�+��������E������������α, to 
�������� ��� ����� E������� α1 i α2� ����!�� ��� H� $��� ����� $CB%%�� 2� ����!����� ������������� α1, α2� ���
���������������������������������+���W� 1X�����E����������������&���������������+"�E�������α. I 
������������&���������E�������β��>�������E������β1 ,β2  (prawdziwych dla v i krótszych od β%�����!�����
H�$��������$C<%%�� �����������!��������������������������������������+�������E����������������&�
[W2] β� ������!� ����� ���������� ���� �����+��������� ]�� 1��� �����+��������� ������������� ����������
E��������������H��������������������������H������������������5���������+��������!���������+"�� 
 
 
%-3'&�,'*3'�1�65'B*3+0*1(�3#� 

.�!�������������������������G�4�������������������������������������� 
 
Dowód: 
Zbiór form�����!����&���������������������������#���4�������������������C��������� �������
�������C����������������������������ÿ    
 
 
 
���������������������������������������������������������������������+��K 
 
������0'A+%�1�5'B*1(�3#�[wersja sygnowana] 
>�+���0�����������������.62
������!�������������������������������8FA�����������#� 
 
1�����$��������������+��%K 
2����0∈TAUTKRZ.  
2��������!�����������������������
�!������+���������8FA����������������#�� 
1.  Z definicji tablicy analitycznej zatem istnieje na niej otwarta ����G�4��� 
<���2������!��8FA������"�������������������������
�!������G�4��������������C�������� 
@���4����������������������������������+����������������������]�����������������������
����������+��� 
=�� � � 1��� ����� �����+��������� ]� �������� ������� Q0� ��� ��"� ���������
� ��� ������� !��
v(A)=0�����������+"�������!���������������������+���0��ÿ  
 
 
 
%-3'&�,'*3'�1�5'B*1(�3#�[wersja sygnowana dla tablic analitycznych] 

A∈TAUTKRZ  ⇒  A∈DowTA. 
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1�����$�������������������+��%K 
2�����0∈TAUTKRZ. 
B���2���������������+�������
�!����!�����������8FA�����������#��� �G������������������
������#���������#�������������8FA. TFA������������������E�������0
�������0∈DowTA.ÿ  
 

  
8����������� �� �����+��� ���� .62� ����� �� ������������� �� ������������+��� ���� .62� �������� ����
� !��
E������������ ������+��� ��a spójników zdaniowych jest adekwatna. Analogiczny wynik metalogiczny jest 
�����!�����������������������������������������������E������������������������������&������������#�
������������ 
 
 
 ���&� H� �#����� ���
������� ���� �������������� ������
������� �������� E������
sygnowanych KRZ. Dla zbioru X zachodzi: 
 
 
 %-3'&�,'*3'�1�,-+&%1(�3��0+�4&,# 
>�+�����!������
����������������������H����������������
����������H����������������� 
 
Dowód: 
8�������������������������������������������������������H������������
������ 

1. Wszy����������������������H�����������#����������
����������#�01, A2, ... , An, ... . 
2.  Indukcyjny opis budowy tablicy analitycznej (drzewa) T dla zbioru X w 
����#�������������K�$B%�.����������J���G��������������E�����#�01 i dobuduj dla 
����� ������� ��������81. Drzewo tak zbudowane dla A1� ������!�� ��#� ������"� ��
��������"�������������� ������ ����G� �������
� ���!������������������������01 
������� ��������������� 1�� ������� ��
������� ��!���� ��������� ���#��� ������� 02 i 
rozszerz T1� ������������ 02� ��� ������� ���������� 82. Tak rozszerzone drzewo 
��������������"�����G����������$<%�.��������������J�����!��
�!��������������
�������������� ��E��������������� ������ �������&������������8n . Drzewo tu musi 
���"� �&����!� ����������G���������������������� ������ ������ ���
������a01, ... , 
AnV������� ���������������1�����������
���������!���� ��������� ���#��� ���������
E�����#�0n+1 z listy. I rozbudowujemy drzewo Tn���������������������8n+1. 

3. 	������������������!����#����
���"
����!������������������������������
������
����������������H���������������������������������������������!�������������������
 ����
������ ��#� ������� �������� ������"� ������� 8� ��� ������� ������� ��#�
����������E�������������
���������������H� 

4. 1������ 8� ����� ������
������ $�� @�%
� ���
������� ������������ $�� ��E������� ������
��������%�����������������������.b�������������������
����������G�4� 

5.  �� ���#��� 4� ������� 8� ��������� ��#� ���������� E������� ������� H� $��� ����"� ���
sposobu konstrukcji T). 

6. 4���G�4�������������
����!������������������������+����
���������������H�������
���������������������� 

7. G���G�4� ����� �������� C���������������� ��� �������+��� 4� ����� ����� �!� �������� 8�
�����+������������+"�������������!����������������������� 

8. 4������������������������������������C��������ÿ  
 
 
8����������� �� ������+��� ��� �������� ������� E�����E������� 	������� ���� ������� ��� �������+��� �������
������+��� ������� E������ .62� �� �&���������� ��������� $���
������%� ���������"� �� ������+��� ����������
$������
������%� 
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>���� ������ �������� ����� ������ ������������ �� ������+��� ��������������� ������
Lindenbauma.31�� >���� ��� ��!��� �������
� !�� ������ 3����������� ������������� ��#� ��
��������� C������� ������������ �� �����+��� ���� ������� ����������� ��#���� 1�������
zaprezentowany zostanie wspomniany lemat. 
 
2�����E�������������������&�$T%�H����������niesprzecznym, ���������������
������
jego podzbiór jest s����������32 
 
2�����E�������������������&�H���������� sprzecznym, gdy nie jest niesprzeczny tzn. 
����������������
����������������������H
�������������������������� 
 
2����� E������ �������������&� $T%� H� ���������maksymalnie niesprzecznym gdy nie 
istnieje niespr�������������E������$�������������&%�-�����
�!��H⊂Y i X≠Y. 
 
2�����E�������������������&�H���������������
��
�����������������������#�������
warunki: 
$�O%��2�����&�E������0
�¬0���������������������!�����H� 
$�B%��Q������������α�����!�����H������α1  oraz α2 n���!�����H� 
$�<%��Q������������β�����!�����H������β1�����!�����H�����β2�����!�����H� 
 
Q0.8-���%��2��������������+������H�E������.62��������������E������.62
�����������
�������������+����������������������]����������������+"������������������ 
b)  Zbiór prawd����+������E������.62���������������������������������������� 
  
 

LEMAT O ZBIORACH MAKSYMALNYCH. W����E�������������������&X�������� 
.�!��������������������������������������������������������+������� 
 
Dowód: 
 ���&�H��#����������������������������������������:&�������������������"
�!�������
��"������������������+�����������������������"
�!��H����������+���$�O%-(S2). 

1. 2�����&���������&�E������0
�¬0�����������������������+��������!�"����H����
�����������������8���������!�������������$��<�%���������������������+�� zmiennej 
�������������
����!����&������������������E��������#�����.62� 

2. 2�����&�E������0
�¬0� ��� ��������� ������ ����!�� ���H
� ���!� ������H∪{A} lub 
zbiór X∪{¬0V��������������������4��������������������������������������������
����������� ���
������ ���������� H1 i X2� ������� H� �����
� !�� H1∪a0V� ������
�������������������H2∪{¬0V����������������������)������H3=X1∪X2��������+���
���
������ ��������� ������� H� ����
� !�� ������� H3∪{A} oraz X3∪{¬0V� �������
���������������2� ����� ��+�������
�!��H3� ������ ���������������4����� ������ X3 
������ ����������
� ��� ����������� �����+��������� ����������� ]� �����
� !�� ���� ������
����������E��������������H3��������������� ��������+���������+"� ����������1����
�����+���������]����&��������������K�]$0%P1 albo v(A)=0��� �������������������
zbioru X3�E������ A albo ¬0��������������������������������������+���������]��

                                                 
31�3���������������������������������������������������������������������������+��������� 
32�� �������������!��������+��������E������������������������������E���������������E�������������������&�
��!����E��������"�����E����������������&� 
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Zatem X3� ����� ��"� �������������
� �� ����� H� ������ �������������
� ��� H3 jest 
���
�������������������������H������������+"� 

3. Dla wykazania implikacji ⇒� �� $�B%� ����!��
� !��α� ����!�� ��� H� �� ���������
� !� 
�����+���α1 lub α2���������!�����H��	���������
�!�� ����� ���α1 (dla α2 dowód jest 
�����������%��>�+���α1∉X, to ¬α1∈X (z 1. i 2.). Ale z [W1X��������
�!��aα, ¬α1} 
��������������������2�����α1∈H��	�������������������#����������+"������������⇐ 
��$�B%��2���!��
�!��α1∈H���������������� �!�α∉X; wtedy ¬α∈X (z 1. i 2.), ale z 
[W1] zbiór {α1, ¬αV������������������������������+"
�������α∈X. 

4. ����!���� �������!��+"� $�<%��  �������� ��#+"�⇒. Niech β∈X oraz niewprost 
zarówno β1∉X jak i β2∉H�� �������B�������<�����������������+����¬β1∈X oraz 
¬β2∈H���� ����������!������������#������W� 2X��������� ���������������������#�
⇐K� ����!��
�!��β1∈X lub β2∈H� ����� ���������
� !��β∉H������� ��������B�� ��<��
¬β∈X. Z [W2X� �������
� !�� �������+� �����+��������� ������������J� β1 jest 
prawdziwe lub β2 jest prawdziwe wtw β� ����� ����������� 2����� ����!�����
������������� ��� ���������+��� ����������� �� �����"
� !�� β∈H�� �5� �����
���� �����
dowód lematu.ÿ  

 
 
 
 
(�!���������+"�����������3����������� 
 
 
 

LEMAT LINDENBAUMA. W����E�������������������&X 
.�!��� ������������� ������ ��!�� �����"� ������������ ��� ������� ������������
niesprzecznego. 
 
Dowód: 
 ���&�H��#���������������������������E������.62� 
6����������� ��� �������� ���������� ����������#� ��� ������� H+
� ������ �#����� �����
maksymalnie niesprzecznym nadzbiorem. 

1. ���������� E������� ���������� ���������� �#����� .62� ���!��� ��� ����#�
������
�����K���01, A2, A3, ... , An, ... .  

2. 5����������� ���E��������� ������
������ ����� �������� �H0, X1, X2, ... , Xn, ...; w 
����#�������������K  

X0 = X. 
       Xn∪{An+1},            gdy Xn∪{An+1} jest niesprzeczny;  
Xn+1 = { 
        Xn ,                        gdy  Xn∪{An+1} jest sprzeczny. 

 

@�� � � � �G��� ������ ���#� ������
������ � � Υ
∞

=0n
nX  wszystkich zbiorów Xn. Na mocy 

definicji:    A∈Υ
∞

=0n
nX   wtw  A∈Xn, dla pewnego n∈N. 
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3. Niech  X+ =  Υ
∞

=0n
nX �� ����!���
� !�� H+ jest niesprzecznym i maksymalnym 

����������� H�� 2���!��� ���������
� !�� H+� ����� ���������� �� �������� ���
������
��������� �������������
������� ���������� ������������2����� ��������� ������ �
�!��
S⊂Xn co wynika z faktu, i!����������� �������������� ���
������� ���������������
�����������������������������������������>�+�����������������������������
�����
����
��������������������������������������������!�������Hn co jest niezgodne z jego 
��E������������������������������������
�!��H+ jest niesprzeczny. 

4. 1��� ���������� ����������+��� H+� ����"��� ����#� ��� ��
� !�� ������������ H+ 
����������+��� ��#� �� ��!��� E�����#� ��������� .62� ����������� ��� ���
����������������������$��+���������������������������+���������%�������������������
(w przypadku ���� ���� ������������+"� �������%�� >�+��� ����!���
� !�� H+ nie jest 
����������
���������������E�����������0���������!����������"����H+��������������
����� ������������+���� Q������� 0� �������� ��"� �������� ������������ ������� H+ 
���������������������������������$���!�������������#�������������"������+����
���������&�E�����%���������������������������������������������������$����������!�
����%�����������������������!���������������������+"�ÿ     

 
	������ �������� ������ ������� ������������ �� ������+��� ���� .62� �� �!������ ������ 
Lindenbauma.  
 
Zarys dowodu ������
�����
�
����
��������4&,: 
 ���&� H� �#����� ������
������� �������
� �������� ��!��� ���
������ ��������� �����
������������2�����H� �������������������:&�����������"
�!��H� ����� ������������ �������
�������3�������������!���H� ���������"��������������������������������������H+. Z 
������� �� �������&� �����������&� �����
� !�� H+� ����� �������� ���������+������
� ��+�
���������������+����������������������ÿ   
 
 
 
 
6.2 KLASYCZNY RACHUNEK PREDYKATÓW  
 
6.2.0. Motywacja filozoficzna 
 
.62� �� �� ������+��� ���&����� ��������� ����+����� ������� E�������������� ����������
zdaniowych takich jak np. !������ (((�� ��(((; ... i ...; ... lub ...;���������� ��� (((, o kategoriach 
syntaktycznych z/zz lub z/z�� �� ������ 	
��	�
��� 	������� �
����� ���������� �����
zrelatywizowane do� 	������ ������ �	�������� �
���������� �� ������ �������� 
�� ��������
�����������	
���������������������������
�

������� �����	�������������������	������
�����
	���������������������!�����
��������������	
�����
"�)�����
���!�	��		�
���(�Schematem 
tego zdania wzgl�
��� �	�������� #$%� &�
���� 	
�����
���� �������� �
������� 	�� '���
�����������������
�����������������
���������������������
�����������
�����������
������
ogólno-����

����� 	�
	�
�� 	�
� �������"� � n a m. Sylogistyka nie pozwala jednak na 
�������� ���&�
��� �	�
������� ����� ��	�� �
�������� �
��� ����
��� (�)� �� ���������� �����
�
����� �
	����
�� 
� *� �������� �&����� ��������������������
����� (((� !�	�� (((� ��+�������

������	
�����+��,����)�����+��-
������������
��������������������*������������������	��
�
������ .������� ��� ������������ �����
������� 	�	
���� ��� �����	�������� ��������������
���
�����	��������
������
���������
�/���������	�	
����" 
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)�����
���!�	��		�
���(�*�����������
�����!�	��������		�
�( 

 
#��������� 
��������	
�
�������0#$�1�����
�� ��������� 	
��
��������������� ����&�erze 
od terminu predykat�� ��������� ���� ��������� 
�2������� predykatu� �� ������ ���� 	�
�&����
�
������ ���� &���� ��� �� 	
��	�
��� ������ ��
������ 	���������� ����� ����� ��	
���
������
��������� ��� ��� ����� ��
��� ,��
��� 	�
� ������ 
��
��������� ��� 	����
��
�, 	������
�� i 
��������
�������������*��
	����
������!���
 , ����
���i podmiocie. '� ����������������

�������(�����������)� �����������������
	����
��
��������0������������ ��������� �����
������
����������
���
����������1�	����
������������������ ����predykaty.  
 
6.2.1. ��������	
 
 
��
��������������	���� 

1) 3�����/������	
������������&��
�zmiennych indywiduowych: o postaci x1, x2, ... , 
xn���������%&��
������������������&�����4�����
� �����4�5�67n: n∈N+}.    

2) 3�����/������ 	
����������� �&��
� parametrów: oznaczany symbolem C = {an: 
n∈N+};     

3) Spójniki zdaniowe: ¬, →, ∧, ∨;      
4) 3�����/������	
������������&��
� liter predykatowych  (lub krótko predykatów) 

oznaczany symbolem Pr: Pr = {Pm
n : n,m∈N+}. Górny indeks n wskazuje tzw. 

�
��������� *� 	
�
������� �� � 
����� ��
���� �������� ����
� ��� �� ���� �-
argumentowych predykatów;   

5) Symbole kwantyfikatora: ∀ (symbol kwantyfikatora ogólnego), ∃ (symbol 
������2�����
������������������&�����������������18 

6) Nawiasy:  ), (.  
 
 
9:;�.��<�������
��&�
������ �����*���� �������� ��
���
����� ���&����7����� �8 na 
	�
����
�����&��������&�����3��	
�
�����������*�&�
����������
����=��$��&���������������
����&�� �
��������� 	
�
������� 3��� &�
���� ��� 	
���
����� 
�� ��
����� 	
�&������� �
���
�������������������&�
�������
���������
���������������
����	
�
������ 
 
'�����
��������	
�
������������&�*�&�

�������&��������&���
�������������	
��	�
������������
���������
��� ������� �������*� ��
�� *� ����
������ 	�

�������� �� �����
� #$�� �	
��*� ��� ����
���� ��&����
��������������� 	
���������� ��
������ ������� �� 	������ ������� #$�� �����	���� 
�
atkowo symbole 
2���������� ���
���� ����� 	
������������ ������/������� ������� ;	
���� ����� 	
�
����� �
�������� ��� ����������
���&����� 5� �
������� ���� ����� ���&��� ��������� �� ������� :���� ���� ���
�� �� rachunku predykatów z 
������
����
����#$����������������
�������Klasycznym Rachunkiem Kwantyfikatorów. Nazwa ta pochodzi 
���
������� ������� ���� 
�����������	���&�2�
����������������
������	��������������������������������
��
������������2�������������"�
���� oraz pewien. Jeszcze inna nazwa to +���
��,����	�����-��� , która 
���������� 
�� ��	�� ��
���
���� �� ���
���� ������ ����*� ��� �
������ ����� 
��������� :���������� ������
����*�����
���
�����0
��������1����������������
������� ��������*��������&��
�����������
���
�����<��
����� 	��
��&��� ����� ������� 

������� 
��
�� 	����������� ����*� 
������� ���� �� ������ � 	
��
��������
(indywiduach) i zbiorach tych przedmiotów.  
 
 
<�2���������
������������������#$�������&�

�������������������#$%��������
�����	���� 
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������� �������� ��	� ��� Dla dowolnego n∈N+8� ������ �� &�
���� �-
argumentowym predykatem (P∈�
1�� �� � ���
�� �� 
1, d2, ... , dn� &�
���� ��������
��
���
�������&�	�
����
���0
1, ... , dn∈V∪C), to Pd1d2...dn������2�
�������������#$�� 
 
%&��
� 2�
���� ���������� ���������� ���&����� .��� �� � �&��
� ����������� 2�
���� #$��
oznaczamy symbolem FORMKRP.  
 
 
DEFINICJ���������
��������	��FORMKRP) := 1)  At ⊂ FORMKRP ; 2) A , B ∈ 
FORMKRP  ⇒ (A→B), (A∧B), (A∨B), ¬A ∈ FORMKRP ;  3)  x∈V, A∈ FORMKRP ⇒  
∀xA , ∃xA ∈FORMKRP.  
 
'��������� �������*� 	����� 

���� 
�2������� �&��
��2�
���� #$�� 	
��	������ 	����� 

����
definicji zbioru f�
����#$%��$�����������������������
������������ �����������������
A, B.   
 

��� !"�#��$%"�������*�&�
������2�
�����#$��&���	�
����
��� 
 
'������������������������������	�
���#$�������
����������������������������
����
������������
�����
	
��������3�
��
�����������������
��������#$�������������������&���������������#$%.  
 
;&������ ����
����� 
�� �
�2���������� ����������� 	������� ������� #$��� ����������� 
��
�
�2����������	��������
����� 
 
%
�2����������	�
�����	�
����������	�
����
����������������
���
������-�
�����>.]x

a 

������*�&�
������ �����������	�
���������� ��� ��������7�	�
����
�� ���?������ 
�2�������
���	����*���
�������������
������&�������	�����	�������������2�
�����.�� 
 
Najpierw indukcyjnie zdefiniujemy $%�&'()� �!�*(+',� -��� !� A oznaczany symbolem 
d(A) zwany czasem .! /�0#'"�-��� !��A.  

1) A∈ At  ⇒  d(A)=0. 
2) d(A∨B) = d(A∧B) = d(A→B) = d(A) + d(B) + 1. 
3) d(¬A) = d(∀xA) = d(∃xA) = d(A) + 1. 

 
UWAGA.  
�� 	
��	�
��� #$�� 
������� &�
������ 	��������*� ���� ����� 2�
������� �������������
1�/+,% �"� ��������� ���
�� �� 
����� ������� !�� -��
��� !"� $�/+�2,+" nazywamy 
���
�� 2�
����� ������� #$�� 	
��
� ���
�� &��	� 
�
���� 	���������� ��
��� �� �������
� �	��
T∀xA, F¬∃xA, FPx, TQxy. 
 
UWAGA. 
'� ���&�
������	��������*�����2�
���������������������������
������&��������
�2�
������

���� ��� @�� ���
���� ��� 2�
����� ��������� �� 	
��	�
��� ��
������ 	�� 
���� ��� 2�
����
������������2�
���������������������
���� ���@����2�
���������������������������
��
!� �
��� 2�
����� �������� ���������� ����
�� -�� !��� 

���� 
�
���� 2�
���� �
	����
��
���������2�
������������������������������3	. formule Px odpowiada TPx; formule 
¬�7��
	����
��	����
�����2�
����������������-�7��3������������	������*���
����
��
��
���
������
���
�����������A���������� 
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DEFINICJA PODSTAWIANIA :=  dla dowolnych A∈FORMKRP, x∈V, a∈C: 
1)  A∈At   ⇒  [A]x

a jest wynikiem z����	������ �� 2�
����� .� ����������� �����	��/�
zmiennej x parametrem a. 
2)    [A→B]x

a = [A]x
a→[B]x

a. 
       [A∧B]x

a = [A]x
a∧[B]x

a. 
       [A∨B]x

a = [A]x
a∨[B]x

a. 
       [¬A]x

a
 = ¬[A]x

a. 
3)    [∀xA]x

a
 = ∀xA. 

     [∃xA]x
a
 = ∃xA. 

     [∀xA]y
a
 = ∀x[A]y

a, gdy  x ≠ y. 
     [∃xA]y

a = ∃x[A]y
a, gdy  x ≠ y. 

 
 
 
����
��	�������� ��� �

�������� 	����
��� �������� �� 2�$%"&'(+'(�� ��'(++(3. Na 
	
�����
���2�
�����0�77�→�=71�������
��������	��������
���������������
���
������7��
�����	������ ����������������� �� 	��������2�
������ ������ �
������� ��
���� 
������ ������
�����������*���	��
�������

��������
�����������	���������������7� 
 
Symbole ∀x oraz ∃78� �
���� 7� ����� 
������� �������� ��
���
����� ������*� &�
������
kwantyfikatorami����

����������
����&����������2�����
��∀, ∃����
�*�������������cji, 
��� kwantyfikatorów ����� 	
������������ ������/������� ������ ����� ���� ����� ����������
��
���
�������� �� � ���&���� ������2�����
�� ��� ������ 
���� ;� ��������� 7� ��
kwantyfikatorze ∀x lub ∃7�&�
����������*���������2'"�,+(3�&��(���2,+%�-'�,%�� lub 

���������������������2�����
���������������7� 
 
�,$'�/'(�� �2,+%�-'�,%��,� ��������� ������������ 2�
����� ������� &��	� 
�
���� 	��
������2�����
����B� �����	�� ����������������2�����
��∀x w formule ∀7.� �����2�
�����.��
Analogicznie w formule ∃7.�����������������2�����
��∃x jest fo
�����.� 
 
<���� �����	������ ��������� ��
���
������ �� 2�
����� #$�� ��������� �2'"�,+�� gdy 
�����	���� �� �������� ������2�����
�� ���������� ��� ��� ���� ��������� <���� �����	������
zmiennej indywiduowej nazwiemy wolnym� �
�� ���� ����� ����������<���� �������������
���*�
������� ��������
����2�
����������	����������������������� 
 
ZDANIE KRP := � �
������ ��������� 2�
����� #$��� ���
�� ���� 	����
�� ��������
�����	��/���
������������� ��
���
�������C�&��������"�2�
�����.������zdaniem wtw dla 
dowolnego x∈V oraz a∈C;  [A]x

a = A.     
   
Niech A∈FORMKRP. 4���+'�#'(�� A nazywamy zdanie, które powstaje z A przez 

�	�������
��	��������2�
�����.�������2�����
��������������������������������������
�����	������������������2�
�����.���� 
 
 
6.2.2. APARAT DEDUKCYJNY DLA KRP. 
 
3�����.071�&�
����2�
�����0���������������������1�����
����������������8��∈C; x∈V;  
A, B∈FORMKRZ.  
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Aksjomaty: 
1) ���
����� �
�	�� ����������� ���
���.���+'�#',� ����������� ����������� #$%� �� ���

��
���� 
�������� ��� ��� �������� ���������� �
��������� �����	���� ��
�������
����������������#$�� 

2) ∀xA(x) → A(a). 
A(a) → ∃xA(x). 

 
$��������2�
�����" 
 

3)        
B

ABA ,→
�0$������;

������1 

              
)(

)(
xxAB

aAB
∀→

→
���������������	�
����
������������	����������,�������.071� 

 

                     
BxxA

BaA
→∃

→
)(

)(
��������������	�
����
������������	����������,�������.071� 

 
 
!������������������������	����
����
�D������������
	����
��	
����������
�����������#$�� 
 
 
5
6
7
���8����������4��4���
��������	
 
 
<���2�
����#$�����������
������
�������������
������
�����
����������#$%���	��α i β. 
���������#$��	��������������������������2�
���������������	�������∀xA, ¬∃xA; ¬∀xA, 
∃7.��<����	��
�����������*�&�
������2�
���������	��γ���� �	���������
����2�
�������
typu δ�� ���
��&���*� &�
������ �������� 
����� 
�
��������� 
����� 
�����
�� 
��� �����
2�
���� 
 
$��������	��γ:  

 

 

 

Notacja jednolita: 

 
 

gdzie parametr a jest dowolny 

 
 
$��������	��δ:  

 

 

 

Notacja jednolita: 

 
 

�
����	�
����
���������������&��1�������������	
���
��������	������
��������	��δ; i 
&1����������	������2�
�����δ�
�����
���������������
�����8�����1���
���	�
����
�
2�
�����δ�������������	
���
��������	������
��������	��δ. 

 
UWAGA. 

δ 

δ (a) 

γ 

γ(a) 

∃xA 

[A]x
a 

¬∀xA 

¬[A]x
a 

¬∃xA 

¬[A]x
a 

∀xA 

[A]x
a  
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%���
���������
�� �����	
���
������	�
����
����
��������	��δ ma w tej postaci bardzo 
����	������������
����
��:��������
�
���������	
� ��*�
������
�������"�o ile parametr a 
jest nowy�� !�� 	
������� ����
��������0��������&�
����1� ����� 
���������� 	��
��������3���
	�
���� ���� 
���
�� ����� 2����� �
��� ���
����� ��� 	���� 
���� ������������ 	�

���������
����������
������������
�����������������	
��	�
������
�����
���������	�
����
��������
���� �� �
������ &�
���� 

����� �	
���
����� ��� 	������ 
������ typu γ. Wtedy 
���&�
���������� 	����*� ����
�������� �������� ��� ������� 
������ ��	�� δ, wersja zaostrzona 
natomiast nie zezwala na to. W niektórych przypadkach, jak np. przy budowie drzewa 

�����
��� ��������� 
������ ��	�� δ� �� ����
��������� �� ���&�
����������� ��
�ji jest 
�
���
������� &�

����� ��
�������� '� ��� �� � ���
��� �� 
���
�� ������
���� 2������ ����
����

��/�� ��� ��
��������� ����� �����*���
���� �
������� ����
�������� ��������*� ��
�����&��
	�
����
� &��� �����0�	�� �� 
���
���� ����

������ �� ����	
������ ��� 
���#$�� ���� ��� w 

���
���� ��
������ �	�������� ��� >D4E1�� !��� ���� &�
������ �&��� 2�
��� ����
��������
�������*���
�����������������  
 
 
$��������	����������������2�
���������������������
���������	�����" 
 
$��������	��γ:  

 

 

 

Notacja jednolita: 

 
 

gdzie parametr a jest dowolny 

 
 
$��������	��δ:  

 

 

 

Notacja jednolita: 

 
 

�
����	�
����
����������������&�������������	
���
��������	������
��������	��δ i 
���������	������2�
�����δ�
�����
���������������
����������
���	�
����
�2�
�����δ nie 
��������	
���
��������	������
��������	��δ 

 
 
UWAGA.  
Odpowiedniej zmianie musi ulec definicja tablicy analitycznej. W przypadku KRZ ������
&����&�
���*���&�������
���������������
�������	��α oraz β��;&��������&�����������������
������ 
��&�
�����*����	������
�����α i β��
��� 
�����γ i δ. Podczas gdy w rachunku 
�
�/�&�
������&���������������������������������/���*�	�����/�����������&����
��ów, to w 
	
��	�
���2�
����#$����������� ����� ������!�&�����������������
���	������2�
����������
&�*�������/����������*�&�
�������/�����������
�������� 
 
OPIS BUDOWY (KONSTRUKCJI) TABLICY ANALITYCZNEJ T�4���
������
��	������1�89���9�:;�
��������	<
 
9���������	��"�'� ������� �2�
��������������
���������0�����1�	�
�����&�
����

�����!��
������������������2����������������	
�������
����
����������2�
����������F� 

δ 

δ (a) 

γ 

γ(a) 

F∀xA 

F[A]x
a 

T∃xA 

T[A]x
a 

F∃xA 

F[A]x
a 

T∀xA 

T[A]x
a  
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1) G��	� 	��
������ '���� 	
��
��� !� ���� ��*� 2�
������ ���
��� �	�������� *� &�
�����
:�������&�*������������� ���2�
�����¬.�0��&�-.��
��	���������������2�
�������
�����������1���
����.������2�
��������
���������������� *�������������

��*� 

2) �%�������� ��� ���/����� ��� &�
���� ���	�� �-����� 

����� !�� '� ��� 

����� �����
������������&����������� �����������2�
���������������������������������
�����
��������
��������������/������&�
����!��'� �������������������&�
���������	��HI-
������D����������

������!�2�
�����.�	������������&������	
��
���

���������
��
���� �������� �������� 
��������� 0&��� ������ F� �� 	
����� ��
���1�� '� ��� ��� ��
����
	��������������������������
������
���������2�
��������&��
�����	��
��������������
$�����
���� .� 0�� ��������� �� 	
����� ���� ��
���� ����� F1� 
�� 	������ ��/�������
���
��� ����
���� ������� +� 0	
�����
������ 	
���� 2�
����� .1� ��� 	������ ��
���� ��
�����	��������
����" 
a)  �'� ���.��������	��α, to rozszerzamy G do (G, α1, α2).    

b) '� ���.��������	��β�����
�����
�����+�
��
������������0+��β1) i (G, β2). 
c) '� ��� .� ����� ��	�� δ� �� 	�
����
� �� ���� �����	����� 
���������� ��� !�� ���

rozszerzamy G do (G, δ(a)). 
d) '� ���.��������	��γ, to bierz����	�
����
������
������	�����������
����������

na drzewie w formule γ(a) i rozszerzamy G do (G, γ(a), γ). Tutaj wymóg 
�
�� ����	�
����
���������������
������������	���������
�������������������
�&�
�����	����
��/�33 

����J1���#������������	
���
�
����
��������������:������������������/���*� 
 
Niech A∈FORMKRP�� !�&����� ������������ �&�
������ ��
���� 	���������� �	���� 
���
2�
����� ¬A, tzn. T¬A� ������*� ���� &�
���� $�$%(�,%�#�+"� %,=>'#"� ,+,>'%�#�+"� lub 
$�$%(�,%�#�+���.��(2(������!,. .  
 
 
?�� ���
�����&��
���systematyczna tablica analityczna �����������&�������������������
���	
���&�
�������&�����
��������������������
������	���������������	����
������2�
�������	��γ��K�������������
����	
����������*�
	�	������
���� �����
�� �������
���� �� ������� ��&����� ������������ ��������� ��zystkie niedozwolone 
	����
������2�
������	��γ. 
 
  
4��?4�
���������	�����4@������:��9�����:�9�:;���� 
<���
��� 2�
����� .� ������� #$�� ��� 	������ ����
�� ��&���� �������������� 
��� #$��
��������� ���������� �� �������������� 

����� 
�����
�� 
��� ¬A (tzn. T¬A o ile jest 
z��������1�� 
%&��
������������2�
�����������#$�����������
���
����	��������&������������������
���
#$���������*�&�
���������&�����<��TA-KRP. 
'� ��� 	����������� ���� 2�
������� ������������ ��� 
���
��� 2�
����� .� ���������
������������������������

�����
�����
��
�� FA (tzn. TFA���������������������1� 
 
-�
�����#$���������
���
����	����������
����&�������������dowiedlnymi.  
 
  
 
 

                                                 
33� �
��
�� 	����
�������� ���
��� �� ��� 
�������� ��&�� 

����� ���� ������ ���� ������/������ �� 	���
���
trywialnych. 
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6.2.4.  SEMANTYKA DLA KRP. 
 
D��������� �������
������������������ ���	����
��� ����������� ����������
���������
	�������� ������������� ����� 	������� 	
��
��� �������� 	
��
�� ���������� 0
����
����� 
���
�������� ����� 
�
���������1� �������� 	�� 
��� 	��
����� 	�	
������ �
�2��������� ��
�	�&�����������ILJJ� 
���� 	
����.�2
�
��!�
��������� �������� 	
����,�!�
������������
!���
�
���� 
���� 

�!��
�(�� 
 
Wprowadzimy po��������� 	������� 9-2�
������ 3����� &�
���� ��������� �����
���� 9�
&�
�����&��
������	�������9-2�
�����������*�&�
�������&���������
�������
�������������
���� �������2�
�����#$���� ��
�������������"���9-2�
����������������	����	�
����
��
�������������������������	������������������
����9��D��&�����-;$:U oznaczmy zbiór 
wszystkich U-�
�/�� 
 
�����A:����9���B
����4����� jest to funkcja v: FORMU → {1, 0M� �	����������
warunki; 

1) N��������
�� ����������&������������
� ���������-;$:U. 
2) v(∀xA) = 1���������
������
�����∈U,  v([A]x

k) = 1. 
3) v(∃xA) = 1    wtw  dla pewnego k∈U,  v([A]x

k) = 1.          
 
.&��������*�
�2���������
�� ���������I��
��
�����������	�
����������������
� ��*����
��
atomowe U-zdania (czyli atomowe U-2�
�����&��������������������1����	
��
������<��
tego potrzebne jes��	�����������
	
������� 
 
INTERPRETACJA I W UNIWERSUM U := interpretacja I w uniwersum U zbioru 
����������� ��������� 2�
���� #$�� ����� 2������� 	
��	�
��
��������� ���
���� �-
argumentowemu predykatowi P n-�
����������
��������F���
� ������������
����9�0�����
P*⊂Un).    
 
 
Atomowe U-zdanie Pk1...kn� ������*� ���� &�
���� prawdziwym przy interpretacji I w 
uniwersum U ������	�
��
��������-tka <k1, ..., kn>∈�F�0������ ����B0�15�F1� 
 
D	
����	
��
���� ���
��������2�
�����#$��	
��
�������������
������������� ��������
����
inte
	
������� B� 	
��� ���������� �����
���� 9�� ��� ������ ��������*� ��
�� ��� ���������
atomowych U-�
�/�������������	
���
���
����������������������
�������
�� ���������I��

��
�� �� �� ������������� 
�� ������������ ��
�� ��� &�
����� 2�
������ '� ��� �� � 
���� ���
��
�� ��� ���iczne atomowych U-�
�/�� ��� ������ ��������*� ����
	
������� B� �� 
�������
��������*���
�� *����������&�
�����2�
����� 
      
 
����9���	���4����A:��4���
���������C�9�:;���	����dla pewnej 
interpretacji I i uniwersum U: 
[W1] -�
�������	��α jest prawdziwa  wtw  α1 i α2����	
��
����� 
[W2E����-�
�������	��β jest prawdziwa  wtw   β1 jest prawdziwa lub β2 jest prawdziwa. 
[W3E���-�
�������	��γ������	
��
�����������2�
�����γ0�1������	
��
�����
������
�����∈U. 
[W4E�� � �-�
����� ��	��δ� �����	
��
����� ����� �2�
�����δ(k) jest prawdziwa dla pewnego 
k∈U. 
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3�����.�&�
����2�
�������������-�
�����������������������%, %�>�/'"�B
����.  wtw A jest 
prawdziwa dla dowolnej interpretacji w dowolnym uniwersum .  
 
-�
������������0&���	�
����
��������������������
���1������������%, %�>�/'"�B
����. �
����
���
��������������
����9��
������
������
�� ���������I��
��
��2�
�����	
��������
��
�� *����������	
��
�� 
 
Symbolem TAUT KRP��������*�&�
�������&��
�����������������������I��
��
��� 
 
$��������� *� 	���������� 
����� ��
� ��/� ����������� I�� 
��
�� �����
������ 
���������� ��� ������
�
	����
��� ���	����
�������
	
�������������
�� �����������I��
��
������������	���������
����tautologia 
.(� ���� � ���� ����� 	����������� 9����� ���� 
������� ��
� ������ tautologia rachunku predykatów, zdanie 
logicznie prawdziwe i inne�� !�
����� ��� �
	����
���� ������������� ��
������� valid formula�� 3������
�������*��������������2�
�����#$�����
������������������I��
��
���������	���
��������������	�
������������
�����������#$%� �� 
��������� ��� 	������������2�����
������������0���� ���� ��� �������� �	���������� ����1��
� 
�
� ����������� #$�� ��� ��
���� ������ ���
�� ���� ��� 	�
������������ ������ � ����������� #$%� ���� �	��
∀x(Px→Qx)→(∀xPx→∀xQx). 
 
-�
������������0&���	�
����
��������������������
���1�#$�������������$&(!+',>+,�B
�
���. �gdy jest prawdziwa dla pe���������
	
�������0	���������
�� ���������I��
��
�1���
pewnym uniwersum.  
 
%&��
� O� 2�
���� ���������#$�� ������� ����$&(!+',>+��B
� ���. � �
�� ���������� 2�
�����
��������� 
�� O� ��� 
������� ���� 	
��
����� 
��� 	������ ����
	
������� 0�� 	������
�����
���1���� ��
�����&�
���� ���� �����*� ��
����(�	��������)��� �
���������� 
��2�
����
���������&��
���2�
�����������
���
���(�	���������I��
��
�)�34 
 
����9���1	��9���9�A:���������
��������	� (z parametrami) := X jest 
�&��
���2�
������	�
����
���������&����&��������������
���8� 
[S1]  J� ���O�������	���������0I��
��
�1����α∈X, to zbiór X∪{α1, α2M�������	��������� 
[S2E��'� ���O�������	�����������β∈X, to co najmniej jeden ze zbiorów X∪{β1},  X∪{β2} jest 
�	��������� 
[S3E� � '� ��� O� ����� �	��������� �� γ∈O�� ��� 
��� ���
���� 	�
����
�� �� �&��
� O∪{γ(a)} jest 
�	��������� 
[S4E� � �'� ���O� ����� �	��������� ��δ∈O� �� �� ��� 	�
����
� �� ���������	������ ��
���� ��2�
����
zbioru X, to X∪{δ0�1M������
��������	��������� 
 
��
����� ���� ���� ����� ����	�	
��
�����������������
�����	
��
���� ������������
���
���%����������
sob��� ��� 
���
�� ��� (��	���� �����)�0����� �� 
�������� 
�
�������� ��
�	��� ��������� ��� ���	�������1���&� 
���
���������� �
������� ���
������� 3������ ��
���� ��	�����*�� ��� ��� ������ �&������ ���� ��� ������� ���

���
�� ����� ������ ��� �� ����� 	���
��� ��� ���� �������� �7	������� �
�2��������� 	������� 	
��
���� ��� 
���
2�
������	�
����
�����3����������������������
�����	
�������&���
���
�� 
 
 
 
 
5
6
D
�9����?���������8�:�9��� ��19�A:����	
 
 
 

                                                 
34�!������������������
����*�����&�
����������
��������� �����
�	�����
����������������������I��
��
�� 
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�����4��9�����9��1	���:�9�A:�
 
 3�����.�&�
�����
�����35 KRP: 

A∈DowTA-KRP  ⇒  A∈TAUTKRP 
 
Dowód: 
Z�����.∈DowTA-KRP . 

1) %�������������������������

�����!¬A�������������������� 
2) %������� ���>D1]-[S4E���
�*�0	
��������
�	������1������� ���!¬A ��������������������
���	
��
���

��������������	��������8����������������������
�� ���������I��
��
��
���
którego v(¬A)=1�� +
�&�� ��������� ������ ��
�� ��������� N�� ��� N0.150, a wtedy 
2�
�����.�����&���&�������������I��
��
���ÿ  

 
 
<�2��������&��
��A��������
���2�
��������������������������������� 
 
���?��;�9������4���
��������	�(dla U-2�
���1�"5��&��
�9-2�
����O��������
�����&��
���A���������
��
���
���������2�
���� ��	��α, β, γ, δ ∈FORMU�0����������9-
2�
�����������9-�
����1������
�����
����" 
[H0E� � P�
��� 2�
����� �������� �� -;$:U� �� ���� �������� 0��&� 2�
����� .� ������� #$��
����������
������� �����������
��!��
���-1������������
��O� 
[H1]    α∈X   ⇒   α1, α2 ∈X. 
[H2]    β∈X   ⇒   β1∈X  lub  β2∈X. 
[H3]    γ∈X    ⇒   dla dowolnego k∈U,  γ(k)∈X. 
[H4]    δ∈X   ⇒    dla co najmniej jednego k∈U,  δ(k)∈X. 
 
 
������;�9������4�����8����	����1��8�����4��02�
��������������1 := 
Dla dowolnego zbioru X⊂FORMU� �� 
��������� �����
���� 9�� �&��
� 2�
���� O� &�
����
�&��
���A��������������	�����������9� 
 
Dowód: 

1) 3������ �����Q*� ��
�� ��������� N�� ��� 
��� 
��������� .∈O8� 2�
����� .� �����
	
��
�����
�����
�� ���������N�� 

2) Niech Pd1d2...dn� &�
���� ��������� 9-zdaniem, wtedy v(Pd1d2...dn)=1, gdy 
TPd1d2...dn ∈X; v(Pd1d2...dn)=0, gdy  FPd1d2...dn ∈X; oraz  v(Pd1d2...dn)=1, gdy 
TPd1d2...dn, FPd1d2...dn ∉X. 

3) %������� 
��� 
���
�� ��
����������� ��� ������ �����
��� 
��� ����������� 2�
����
�
���������
�	���������������������'� ���2�
�������
���� ��������	����*�α oraz β, 
to dowód jest podobny do dowodu lematu Hintikki dla KRZ. 

4) %����������
���
����
���������������������
����� ���2�
�������
���� ������������	��γ 
lub δ. Niech γ∈X; wtedy γ(k) dla dowolnego k jest krótsza od γ i dla niej zachodzi 
lema�� ��� ����� ���������� ��
����������� B�������� ������ ������ ��
�� ��������� I��

��
��0�������
����91�N�
������
����γ jest prawdziwa.  Z [W3E������������γ musi 
&�*� 	
��
����� 
��� N�� '� ��� 2�
����� ��� 	����*� δ, to δ(k) jest krótsza od δ, jest 
prawdziwa dla pewnego w�
�� ���������I��
��
�����������
���&��
��A��������O��3��
mocy warunku [W4E�2�
�����δ jest prawdziwa. ÿ  

                                                 
35��
�������
���*���������� ������������
����������������
����������	
��	�
���#$%������

������� ���
	����
����
��������2�
������ 
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D���������������&�����������������������*�&�
������ ��)#��+"��
�� �����������/�������

���� ��� ��&� ���/������� ���� ���������� 2�
����� 0���
�� &���� 
�� 
���������1� ��������

��������� 
 
������ �� ���E:��9�:;� �����:�:;� �9�����:�9�:;
� 02�
�����
sygnowane) 
'� ��� +� ����� ����
��� �������� ���/�������� ��������������� ��&����� �������������� ��� +� �����
zbiorem Hintikki. 
 
Dowód: 
%����+����������
��������������/������������������znej tablicy analitycznej. 
R������������*�����+��	��������
������>A0]-[H4]. [H0E�������	���������&��+����������
����
������������
���������	����������������������������� �����&������������������ÿ  
 
��������1	��9���9�A:�
�02�
��������������1 
3����� !� &�
���� ���/������� �������������� ��&����� �����������8� ���
�� 
������� ����
���
����Q�+�

�����!�������	��������� 
 
Dowód: 
%��������A����������������������/����������&���������������������ÿ  
 
�����4��9�����	��9�A:��4�����	
�02�
��������������1 

A∈TAUTKRP   ⇒   A∈DowTA-KRP 

 

Dowód: 
%����.∈TAUTKRP. 
Niech TFA�&�
�������/�����������������������&�����������������
���.��'� ��&����&�����!FA 
����&�����������������������&������
�������Q�+��+���Q�+�&���&���&��
���A����������������
������� �� ���/�������� ��&������� �������������� �� ��� ����� ������� A�������� &���&��
�	�������������
��-.�&���&��	
��
�����
���	���������
�� ���������I��
��
��N�����
����
v(A)=0��D	
������ *���������������ÿ  
   


