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1. OGOLNIE O LOGICE.

| 1.1 LOGIKA W PERSPEKTYWIE HISTORYCZNE].

Logika jest dyscyplina naukowa majaca bardzo dluga histori¢. Jej poczatki siggaja Chin
(IV-III stulecie p. n. Ch.) 1 starozytnej Grecji (V wiek p. n. Ch.). Pojawila si¢ w zwiazku z
rozwinigciem, przede wszystkim w obrgbie cywilizacji hellenskiej, zdolnosci do
konstruowania abstrakcyjnych poje¢ oraz prowadzenia rozumowan o charakterze
systematycznym. Rodzace si¢ woéwczas, na tej bazie, rozliczne dyscypliny naukowe
wymagaly opracowania teoretycznych podstaw badania poprawnosci rozumowan
(wnioskowan). Po drugie rozwijajaca si¢ filozofia, a w szczegolnosci refleksja nad
poznaniem, w niektorych swych rozwazaniach produkowala sofizmaty, antynomie i
paradoksy. Szczegdlnie ‘zashuzyly’ si¢ w tym nastepujace szkoly filozoficzne; SOFISCI,
ELEACI oraz MEGAREJCZYCY.




Juz Sokrates i jego uczen Platon reagowali negatywnie na poczynania sofistow. Dopiero
jednak Arystoteles stworzyl narzedzie, dzigcki ktoremu mozna bylo w sposob
intersubiektywny sprawdza¢ poprawno$¢ niektérych rozumowan i1 eliminowac biedy.
Owym narzedziem byla gléwnie SYLOGISTYKA (rachunek nazw). Arystoteles
sformutowatl rowniez zasade sprzeczno$ci oraz dwuwarto$ciowosci. Rownolegle ze
Stagiryta, jednak w opozycji do niego, dziatali Stoicy (Zenon z Kition, Chryzyp z ?),
ktérzy stworzyli logike zdan.
Okres $redniowiecza nie przynidst logice wielu nowych rozwiazan. Od XII wieku zaczgto
doktadniej studiowa¢ na uniwersytetach nauk¢ Arystotelesa, a z nig jego logikg. Do jej
rozpowszechnienia przyczynit si¢ §w. Albert Wielki (XIII w.), §w. Tomasz z Akwinu
(XIII w.) oraz wspotczesny im Piotr Hiszpan. Na nowo odkryto prawa rachunku zdan (W.
Ockham, XIV w.). Nalezy réwniez wspomnie¢ o Rajmundzie Lullusie (1235-1315), u
ktérego mozna spotkac idee zautomatyzowania procesu rozumowania. Do ‘szalonych’ idei
Lullusa nawiazal jeden z najwigkszych myslicieli ludzkosci — Gottfried W. Leibniz
(1646-1716), ktory wynalazt calculus ratiocinator. Byt to rachunek, zastgpujacy
rozumowanie, oparty o system znakéw zwany przez Leibniza characteristica universalis.
Zadaniem znakow bylo reprezentowanie poje¢. Mozna tutaj mowi¢ o zaczatkach
formalizacji, cho¢ te idee pozostaly szerzej nieznane az do poczatkow dwudziestego
stulecia. Od Leibniza pochodzi logiczna zasada identycznoSci ktora mowi, ze dwa obiekty
sa identyczne, o ile wszystkie wlasnosci jednego z nich, posiada drugi i odwrotnie.
Przypuszcza¢ mozna, ze rozwdj nowozytnej nauki opartej na eksperymencie, dokonany
w Odrodzeniu, przynidst obfity material logiczny, ktéry stymulowat badania logiczne.
Przelom w logice przyniost wiek dziewigtnasty. Zwiazany byt on gtownie z logikami
angielskimi i niemieckimi Dziatali wtedy John Stuart Mill (1806-1873) — rozwija logike
indukcji; George Boole (1815-1864) — tworca algebry logiki wraz z Augustem De
Morgan (1806-1878); Amerykanin Charles S. Peirce (1839-1914) i E. Schroeder (1841-
1902) rozwingli algebre logiki i teorig relacji W oparciu o wyniki tych badaczy mozna byto
uzasadni¢ poprawno$¢ nastepujacego wnioskowania: Kazdy kon jest zwierzeciem, zatem
glowa konia jest glowq zwierzecia (De Morgan).
Jesli przez logike tradycyjna rozumie¢ logike nazw (sylogistyke) oraz rachunek zdan, to
XIX wiek rodzi nowoczesna logikg. Oprocz wspomnianej teorii relacji zostaja
wprowadzone kwantyfikatory (operatory), a nade wszystko rozwinigto metodg
aksjomatyczng i formalna.

Ogromne zastugi dla rozwoju logiki potozyt najwigkszy logik dziewigtnastego stulecia -
Gottlob Frege (1848-1925), ktory przezwycigzyt pokuse psychologizmu, sprowadzajaca



logike do psychologii. Zwolennicy psychologizmu uzasadniali swe przekonanie za
pomoca nastgpujacego, niepoprawnego, wnioskowania:

i. Logika zajmuje si¢ prawami myslenia.

ii. Mysélenie jest zjawiskiem psychicznym.

iii. Zatem: Logika jest czg$cia psychologii.

Frege, jako pierwszy, przedstawil rachunek zdan i kwantyfikatorow w postaci systemu
catkowicie sformalizowanego, w ktorym S$cisle okreslono nie tylko jezyk, ale takze
aksjomaty i regulty inferencji. Jako tworca logicyzmu, probowat sprowadzi¢ arytmetyke
liczb naturalnych do logiki (drugiego rzedu) oraz jako pierwszy przeprowadzil $ciste
rozwazania na temat oznaczania i znaczenia.

Roéwnolegle dziatat Giuseppe Peano (1858-1932), ktorego notacja logiczna weszla do
powszechnego uzycia, w przeciwienstwie do skomplikowanej, dwuwymiarowej notacji
Fregego. Przyktadowo, dla zapisania okresu warunkowego:

Jesli A, to B,
Peano pisatl:

ADB
(byta to obrocona litera ‘C’, ktéra przetrwata w symbolice Principow). Od Peano rowniez
pochodzi symbol €, ktory oznacza relacj¢ nalezenia elementu do zbioru Jest stylizowana
grecka litera epsilon, pierwsza litera greckiego stowa €07t , co znaczy po polsku ‘by¢’.

Za$ Frege schemat zdaniowy ‘Jezeli A, to B’ rysowal dwuwymiarowo;

B

A

Peano jest autorem pigciu aksjomatdéw arytmetyki liczb naturalnych, ktore od niego wzigly
swa nazwg — arytmetyka Peano.

Podstawowe dzietlo logiczne, o bazie logicystycznej, - Principia mathematica - napisali
wspolnie wielcy logicy 1 rownocze$nie filozofowie - Bertrand Russell (1872-1970) i
Alfred N. Whitehead (!861-1947). Przez swoja dzialalno$¢ logiczno-filozoficzna wywarli
ogromny wplyw na ksztatt poszukiwan logicznych dwudziestego stulecia.

Matematyk niemiecki Dawid Hilbert (1862-1943) byl tworca formalizmu,
konkurencyjnego wzgledem logicyzmu, kierunku badan w podstawach matematyki i
filozofii matematyki. Byl twoérca teorii dowodu czyli 6wczesnej metamatematyki.



Tworca intuicjonizmu, trzeciego gtownego nurtu w podstawach matematyki, ale rowniez w
filozofii matematyki, jest Luizen E. J. Brouwer (1881-1966).

Poczatek lat trzydziestych dwudziestego stulecia stal si¢ momentem przetomowym dla
rozwoju logiki. Austriacki, mlody logik Kurt Godel (1906-1978), rozwiazujac
zagadnienie postawione przez Hilberta, podal dowod petnosci dla logiki 1. rzedu juz w
roku 1929, a rok pdzniej wykazal, Ze arytmetyka liczb naturalnych jest istotnie niezupelna.
W swej stawnej pracy, w ktérej dowodzi niezupelnosci arytmetyki, definiuje Goedel
podstawowa klasg funkcji pierwotnie rekurencyjnych.

Alfred Tarski (1901-1983) definiuje Scisle, za pomoca metod matematycznych logiki,
semantyczne pojgcie prawdy. Otworzyt tym samym drogg dla naukowego traktowania
zarobwno zagadnien semantyki jak i pragmatyki, ktore, przede wszystkim w oczach
neopozytywistow, uchodzily za nienaukowe. Nalezy tutaj wspomnie¢ o rozwoju refleksji
nad nauka w postaci rozwazan metodologicznych. Wymie¢ trzeba nazwiska Rudolfa
Carnapa 1 Rajmunda Poppera. Swoimi analizami Tarski zapoczatkowat eksplozjg
filozoficznych analiz réznorodnych poje¢, dokonanych metodami logiki. Niemal
réwnolegle Alan Turing (?-1954) i Alonzo Church (1903-1995) rozwiazuja negatywnie
kolejny problem Hilberta — zagadnienie rozstrzygalnosci logiki 1. rzgdu. Ich badania,
szczegblnie Turinga, posiadaja ogromne znaczenie dla powstania komputerow 1 jgzykow
programowania. Church (1935) stawia przypuszczenie, zwane Teza Churcha (ze klasa
funkcji obliczalnych intuicyjnie jest identyczna z klasa funkcji rekurencyjnych), ktorego
prawdziwos¢ pozostaje do dzisiaj nierozstrzygnigta.

Od tego czasu logika przezywa okres niebywale bujnego rozwoju. Pojawiaja si¢ tysiace
wynikéw o charakterze formalnym. Profituje z tego filozofia analityczna, ktéra korzysta z
metod wypracowanych przez logikéw. Badania logiczne, w sensie $cistym, rozchodza si¢
na trzy gtowne dziaty: teoria dowodu (syntaktyka, Hilbert), teoria modeli (semantyka,
Tarski) 1 teoria rozstrzygalnosci (pragmatyka(?) Church, Turing, Godel). Material logiczny
jest dzisiaj tak duzy (dotyczy to zarowno logiki matematycznej jak i filozoficznej), ze
praktycznie nikt nie jest w stanie go objaé. Dos¢ powiedzie¢, ze wydany w latach
osiemdziesiatych Handbook of Philosophical Logic skladal si¢ z czterech
kilkusetstronicowych toméw. Handbook of Philosophical Logic wydawany obecnie, od
roku 2002, ma juz toméw osiemnascie. Wyglada wigc na to, Zze badania logiczne stoja
przed kolejnym przetomem. Nalezy jednak pamigta¢, ze logika (szczeg6lnie formalna) jest
nauka zblizona do matematyki 1 wszystkie jej Sciste osiagnigcia pozostaja wazne juz na
zawsze. Znaczy to, ze zakres wiedzy logicznej nieustannie przyrasta.

Parg stow o logice w Polsce. Po okresie zaboréw i pierwszej wojnie swiatowej do Polski
przybywa Kazimierz Twardowski (1866-1938), od ktérego rozpoczyna swe istnienie
szkota filozoficzna zwana pézniej szkota Lwowsko-warszawska. Skrotowo mozna
powiedzie¢, ze w sklad tej szkoly wchodzili rowniez matematycy. Najwigksze nazwiska:



Jan Lukasiewicz (1878-1956), Stanistaw Lesniewski (1886-1939), Adolf Lindenbaum
(1904-19417), Alfred Tarski, Zygmunt Janiszewski, Stefan Banach, Stanislaw
Jaskowski (1906-1965), Andrzej Mostowski (1913-1975), Mordchaj Wajsberg (1902-
7), zeby wymieni¢ najwazniejszych. Ludzie ci dokonali odkry¢ logicznych o §wiatowym
znaczeniu, jak cho¢by Tarski (teoria prawdy), Lukasiewicz (logika trojwartosciowa).

| 1.2 CO TO JEST LOGIKA I JAKI JEST CEL JEJ NAUCZANIA.

My bedziemy logike rozumie¢ tak, jak si¢ ja okresla w wielu podrgcznikach logiki:

| LOGIKA := nauka badajaca warunki poprawno$ci wnioskowan. |

W tym okresleniu nie zostata podana metoda badania. Jesli bedzie to metoda filozoficzna,
to bedziemy mieli do czynienia z logika filozoficzna, jesli za$ bgdzie to metoda formalna,
to mozna méwi¢ o logice matematycznej.

Dla poréwnania przytaczam kilka okreslen logiki, ktore pochodza od prominentnych
filozofow. Okreslenia te znalazty uznanie rowniez ze strony niektérych logikow.'

Ogolna lecz czysta logika ... stanowi kanon intelektu i rozumu, ale jedynie, co do
formalnych aspektow jego uzywania. 1. Kant, Krytyka czystego rozumu. T. 1, s.141.

Ten natomiast, kto opanowat jakis jezyk, zna jednoczesnie inne jezyki i porownuje je z nim
— moze odczu¢ ducha i kulture narodu w gramatyce jego jezyka, same te reguly i formy
majq teraz Zywq, petnq tres¢ i wartos¢. Poprzez gramatyke mozZe on poznac sposob
wyrazania sie ducha w ogole — logike. (...) Dopiero z glebszej znajomosci innych nauk,
wylania sie dla podmiotowego ducha moment logiczny nie tylko jako ogdlnos¢
abstrakcyjna, lecz jako ogolnos¢ zawierajqca w sobie bogactwo szczegotowosci. G. W. F.
Hegel, Nauka logiki, t. 1, s.56.

Podstawowe sqdy, na ktorych opiera sie arytmetyka ... musza dotyczy¢ wszystkiego co
moze zosta¢ pomyslane. I z pewnosciq mamy racje zaliczajqc takie bardzo ogolne sqdy do
logiki. — Wyprowadze teraz kilka wnioskow z tej logicznej, czy tez formalnej, natury
arytmetyki. G. Frege, 1885, O formalnych teoriach arytmetyki, s.112.

W oparciu o obrazy jezykowe towarzyszqce podstawowym prawdom matematycznym
rzeczywistych matematycznych struktur, mozliwe jest czasem tworzenie struktur
Jjezykowych, sekwencji zdan, zgodnie z prawami logiki. L. E. J Brouwer, 1907, Matematyka
a logika, Collected Works, s.75.

Odkrywanie prawd jest zadaniem wszelkiej nauki; zadaniem logiki jest
odkrywanie praw prawdziwosci. G. Frege, 1918, Pisma semantyczne, s. 101.

Logika mowi o kazdej mozliwosci i wszystkie mozliwosci sq jej faktami. L. Wittgenstein,
1922, Tractatus logico-philosophicus, 2.0121.

' Przytaczam za H. Wang, Czym jest logika?, [w:] Filozofia logiki, (ed. J. Wolenski), Aletheia, Warszawa
1997, ss. 9-27.



A wszystko, co opisuje gre jezykowq, nalezy do logiki. L. Wittgenstein, 1950, O pewnosci,
kwestia 56.

Logika jest teoriq czystych pojeé; zawiera teorie mnogosci, jako swojq wlasciwg czesé. K.
Goedel, 19711 1975.

Na koniec tego akapitu przytoczymy poradg logika Arnolda Geulincx (1625-1669) , ktora
kierujemy do studentow:

Ad extremum moneo, ne cursim haec legas. Euripus Logicus non patitur se navigari tam
plenis velis.

(Najusilniej doradzam, abys tego nie czytal pobieinie. Przez ciesnine logiki nie moina
plynqé 7 rogwinietymi Zaglami.)

| 1.3 0 KONWENCJACH W LOGICE.

Studiowanie logiki jest zadaniem zmudnym. Stosowanie przez logikow metod formalnych
zbliza ich dyscypling do matematyki. Konsekwencja tego stanu rzeczy jest pewnego
rodzaju konwencjonalizm, ktdry jest charakterystyczny dla tych obu formalnych nauk.
Tenze konwencjonalizm jest jedna z najwazniejszych (praktycznych) przeszkod w
studiowaniu logiki (i matematyki) przez studentéw innych kierunkdéw niz matematyka, a w
szczegodlnosci filozofii.

Wspomniany konwencjonalizm jest nawiazaniem do odpowiedniego stanowiska w
zakresie metodologii nauk, ktéry polegal na uznaniu pewnej ‘swobody logicznej;” w
procesie tworzenia teorii naukowych. Owa swoboda polega¢ miata na dowolnosci doboru
hipotez majacych, po empirycznym badaniu, zaja¢ miejsce praw nauki. Waznym jego
reprezentantem jest znakomity francuski matematyk Henri Poincaré.




Jesli tego typu definicje zostang przyjete, to ich zapamigtanie oraz przestrzeganie jest od
tego momentu najwazniejszym obowiazkiem i rzecza ‘Swigta’ dla logika. Ztamanie
jakiejkolwiek tego typu umowy, jest najwigkszym ‘grzechem’ logicznym, skutkujacym
bardzo czgsto logicznym ‘piektem’, czyli sprzecznoscia.



2. METODY METALOGICZNE

| 2.1 0 INDUKCJL.

Mozna $§miato powiedzie¢, ze jedna z najwazniejszych (o ile nie najwazniejsza) metod
dowodzenia i definiowania w logice i matematyce jest metoda indukcji.

Metoda indukcji wystgpuje rowniez na terenie innych nauk (przyrodniczych), gdzie jest zawodna i jedynie
prawdopodobna metoda rozumowania. Tamta metoda indukcji zwana jest indukcja niezupetna. Metoda
indukcji logicznej — zwana czasem indukcja zupetna - jest pewna (dedukcyjna!) metoda wnioskowania.

Gtownym celem metody indukcji jest uzasadnienie prawdziwosci zdania ogolnego typu:
dla kazdego obiektu (z pewnej dziedziny) zachodzi tak i tak.

PRZYKLAD 1.
Jako dziedzing wezmy wszystkich ludzi. Chcemy wykazac¢, ze:

KAZDY CZEOWIEK MA IMIE.
DOWOD:
Wszyscy ludzie, oprécz Adama 1 Ewy, mieli rodzicow.
Rodzice, ktoérzy sami maja imiona, nadaja imi¢ swemu dziecku.
Adam 1 Ewa mieli imiona.
Zatozmy, ze kto$ kogo nazwiemy Osoba, jest pierwszym czlowiekiem, ktory nie ma
imienia..
Osoba nie jest ani Adamem, ani Ewa, gdyz oni maja imiona.
Osoba ma rodzicow.
Rodzice Osoby mieli imiona, gdyz Osoba jest pierwszym czlowiekiem bez imienia.
Zatem rodzice Osoby musieli jej nada¢ imig.
Nie moze by¢ wigc cztowieka bez imienia.
WNIOSEK: KAZDY CZEOWIEK MA IMIE .

W tym rozumowaniu zostata uzyta, w sposob szczegdlny i catkowicie nieformalny, wtasnie metoda indukcji.

PRZYKLAD 2.

Jako dziedzing wezmy zbior wszystkich liczb naturalnych N. Chcemy dowies¢, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n>0 zachodzi:

142+3+...+n= n(n+l).

DOWOD:
Dla przypadku n =1 mamy: 1= 1(1; D =1.

Zat6zmy teraz, ze badane twierdzenie zachodzi dla
jakiego$ n =k:



1+2+...+k:M.

Chcemy na tej podstawie wykazac, ze twierdzenie zachodzi rowniez dla n =k+1, czyli:

1+2+.. +k+(k+1)= (kH)((l;H)H).
Mamy:
(L) 424kt D)= KEED gy o kGtD 2k +D) _ (k+ Dk +2)
2 2 2 2
(P) (k+1)((k+1)+1):(k+1)(k+2).

2 2

To konczy dowod, poniewaz (L) strona rowna si¢ stronie prawej (P).

PRZYKLAD 3.

G. W. Leibniz (siedemnastowieczny niemiecki filozof) udowodnil, ze dla dowolnej liczby
catkowitej dodatniej n, n’ — n jest podzielne przez 3; n’ — n jest podzielne przez 5 oraz, ze
n’ —n jest podzielne przez 7. Chcial ten wynik uogélni¢ bez dowodu, ale sam zauwazyt,
ze 2° —2=5101 nie jest podzielne przez 9. L. Euler zajmowat si¢ wielomianem o postaci
x> + x+41, ktéry pozornie generowat wylacznie liczby pierwsze. Jednak tylko pozornie,
poniewaz dla x=41 uzyskujemy liczb¢ ztozona.

Przyktady te pokazuja, Ze uogolnienie jest uprawomocnione tylko na podstawie dowodu.

PRZYKLAD 4.
Co jest nieprawidlowego w nastgpujacym ‘dowodzie’?
TWIERDZENIE: Elementy dowolnego zbioru (niepustego) sa identyczne.

DOWOD: Indukcja biegnie po licznosci (liczbie elementow) zbioru.

n=1. W tym przypadku zbior ma jeden element, ktéry jest identyczny sam ze soba.
Zatdézmy, ze twierdzenie zachodzi dla n = k. Na tej podstawie chcemy wykaza¢, ze
zachodzi ono dla n =k+1. Wezmy zbiér k+1 — elementowy {a;, ..., ax, a1 }. Na mocy
zatozenia indukcyjnego twierdzenie zachodzi dla k - elementowych zbioréw {ay, ..., ag,
ax+1} oraz {aj, .. , ax, ax+1}. Elementy obu zbiorow sa identyczne z elementem a;.
Twierdzenie zachodzi dla zbioru k+1 - elementowego. Zatem twierdzenie zachodzi dla
dowolnego zbioru n - elementowego.

Dowdd jest niepoprawny i twierdzenie jest jawnie falszywe. Blad lezy w tym, ze dla n=2 warunek

indukcyjny nie zachodzi, gdyz odpowiednimi podzbiorami zbioru dwuelementowego sa zbiory
jednoelementowe.
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Przyktad ten ma za zadanie pokaza¢, ze narz¢dzia dowodowego, ktorym jest zasada indukcji, nalezy uzywac
ostroznie.

PRZYKLAD 5.

Alfabetem nazwijmy skonczony zbidr wzajemnie roznych znakoéw zwanych literami sy, ...
,Sk. Stowem nazywamy dowolny skonczony ciag liter alfabetu. Diugosciq stowa S — d(S) -
nazywamy liczbe liter alfabetu, z ktérych sktada si¢ S. Jest to przyktad bardzo prostego
jezyka o skonczonym alfabecie. Nadaliémy mu strukture indukcyjna, przez zadanie na
stowach funkcji dlugosci d. Do takiego jezyka mozna stosowa¢ metodg indukcji po

dhugosci stow”.

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze zbior o ktérego elementach chcemy wypowiedzie¢ i
udowodni¢ jaka$§ ogdélna prawde za pomoca zasady indukcji, musi mie¢ okre§lona
strukturg. Najlepszym 1 pierwotnym przyktadem takiego zbioru jest zbidr liczb
naturalnych.

Termin ‘universe of discourse’ — uniwersum dyskursu, wszedl na stale do uzycia w logice dzigki G.
Boole’owi okoto roku 1847. [Corcoran 2003].

Wspomniang wczesniej strukturg tworzy (zadaje) si¢ okreslajac nastgpujace dwa zbiory:

(1)  BAZA: jest to zbior obiektow (danych a priori), ktore wyr6zniamy w dziedzinie
przez wskazanie. Zbior takich obiektéw oznaczamy symbolem B.

(2)  REGULY (operacje): sa to metody (dane a priori), ktore pozwalaja z obiektow
danych wczesniej tworzy¢ nowe obiekty. Zbiér takich regul oznaczamy
symbolem R.

Zbiér wszystkich obiektéw utworzonych z elementéw B za pomoca regul R oznaczmy
symbolem C(B,R).

Taka struktur¢ nazywaé bgdziemy struktura indukeyjng, a zbiory majace taka strukture
zbiorami indukcyjnymi.

Typowym przyktadem wprowadzenia takiej struktury jest okreslenie dziedziny liczb
naturalnych N. Mamy dane ‘a priori’ 0, oraz operacj¢ dodania jednosci +1.

(1) BAZA: 0 nalezy do zbioru N.

(2)  REGULA: jesli n nalezy do zbioru N, to do N nalezy réwniez n+1.
Zgodnie z powyzszym sposobem notowania tego typu struktur mamy: C(0,+1).

Niektérzy autorzy, jak np. S. C. Kleene, odrézniaja pomigdzy definicjami indukcyjnymi a definicjami przez
indukcje (rekurencyjnymi). Te pierwsze dzielg si¢ dodatkowo na dwie klasy — definicje indukcyjne
fundamentalne i definicje indukcyjne nie-fundamentalne. Fundamentalne definicje okreslaja dziedzing
obiektow podstawowych dla calej dziedziny badan, za$ nie-fundamentalne stosuja si¢ do dziedziny

% Ten podkreslony zwrot bedzie si¢ zawsze powtarzal tam, gdzie pojawia¢ si¢ bedzie dowéd indukceyjny.
Zwrot ten wyjasnia, w skrotowej formie, w jaki sposob zostala zadana struktura indukcyjna na zbiorze.
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okreslonej wczesniej przez definicj¢ fundamentalna, okreslajac (wyrdzniajac w niej) podklasg obiektow.
Definicje rekurencyjne za$, sa metodami definiowania funkcji i predykatow nad podzbiorami indukcyjnie
zdefiniowanej dziedziny.

Dla naszych celow wystarcza okreslenie zasady indukcji dla zbioru N, ktéry posiada
strukturg indukcyjna..

Wyprzedzajac dalsze rozwazania podajemy ogo6lna posta¢ zasady indukcji w postaci
formuty. Niech A(x) bedzie dowolna formuta ze zmienna x jako wolna:

(A(0) A VE(A(k) = A(k+1))) — VEkA(k)

Istnieje jeszcze inna wersja zasady indukcji, ktora jest rownowazna zasadzie indukcji
matematycznej. Oto jej sformutowanie rowniez w postaci nieformalne;j:’

Podajemy rowniez sformulowanie zasady indukcji porzadkowej w postaci formuty:

Vk (Vy (y<k = A®Y)) = A(k) — Vk Ak)

2.1 UZYCIE A WYMIENIANIE WYRAZEN.

W wyktadzie logiki do$¢ czesto bedziemy przechodzi¢ od wuZycia wyrazen do ich
wymieniania 1 odwrotnie. Dzia¢ si¢ tak bedzie bez specjalnej informacji o tym, gdyz
zaklada¢ si¢ bedzie, ze zauwazenie tego przez sluchacza jest zrozumiate samo przez sig.
Stad ponizsze wyjasnienie.

W logice $redniowiecznej (William z Shyreswood, Piotr Hiszpan, Ockham) odr6zniano
relacje pragmatyczne zachodzace pomigdzy nazwa, przedmiotem, ktory dana nazwa
nazywa i podmiotem. Do czasow dzisiejszych przetrwato zar6wno nazewnictwo z czasow
sredniowiecza i sama dystynkcja. Otdéz odroznia si¢ dwie podstawowe supozycje, czyli
pragmatyczne nastawienia w postugiwaniu si¢ wyrazeniami, w szczegolno$ci nazwami:

? Majac $ciste sformutowania obu zasad mozna dowies¢ ich rownowaznosci.
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(1) suppositio materialis (2) suppositio formalis

Gdy jakie$ wyrazenie jest rozumiane jako nazwa samego siebie, to wtedy mowi si¢ o nim,
ze jest wymieniane lub wystepuje in suppositione materialis. Stowo materialis wskazuje
na zainteresowanie materia stowa (wyrazenia), ktorym jest dzwigk, napis itp. W tej
supozycji mowimy na przyklad: ‘Logika’ sktada si¢ z szesciu liter. Stowo logika jest w
tym zdaniu wymienione 1 wystgpuje in suppositione materialis. Druga supozycja, jest
zwyklym odniesieniem do wyrazen. Wtedy wyrazenie uzyte jest w swoim zwyklym
znaczeniu. Na przyktad: Logika jest naukq o warunkach poprawnosci wnioskowan.

Podczas wyktadow czesto skupia¢ bedziemy uwage na czysto syntaktycznych cechach
niektorych wyrazen 1 wtedy suppositio materialis bgdzie czgsto stosowane. Jest tak, gdyz
jedno z najwazniejszych poje¢ logiki — pojecie systemu formalnego (i dowodu) — ma
charakter syntaktyczny.

2.3 KATEGORIE SEMANTYCZNE.

Juz Arystoteles rozrozniat dziesi¢¢ podstawowych kategorii ontologicznych: substancje, i
dziewig¢ przypadtosci: ilosé¢, jakos¢, stosunek, miejsce, czas, potozenie, stan, dzialanie,
doznawanie. Odpowiadaty im kategorie wypowiedzi (orzecznikow). W XIX wieku Husserl
zdecydowanie przesunat akcent z ontologii na jezyk i1 wyraznie wprowadzit termin
kategorie znaczeniowe w swej gramatyce czystej (Bedeutungskategorien). Wprowadzit
zasade, ktéra formutuje tutaj swobodnie:

ZASADA WYMIENIALNOSCI := dwa dowolne wyrazenia jakiego$ jezyka naleza do
tej samej kategorii semantycznej wtw wynik zastapienia jednego z tych wyrazen drugim, w
jakims$ trzecim wyrazeniu sensownym, nie niszczy sensownosci tego wyrazenia.

Teorig tych kategorii, zwanych inaczej semantycznymi, syntaktycznymi lub skiadniowymi,4

rozwingli polscy logicy — S. Lesniewski. A. Tarski 1 K. Ajdukiewicz. Ten trzeci, w pracy z
1935 (!) roku, zatytutowanej O spojnosci syntaktycznej, stworzyl wygodne narzgdzie
opisywania kategorii semantycznych wyrazen za pomoca specjalnego systemu indeksow.

Teoria kategorii semantycznych jest $cisle zwiazana z russellowska teoria typow, ktorej zadaniem byto
pokonanie antynomii w podstawach matematyki. Teoria typow dzielita wszystkie obiekty matematyki na
roztaczne typy, ktorych bez popadnigcia w sprzeczno$¢ nie wolno byto mieszac.

Poszczegdlnym kategoriom semantycznym wyrazen przyporzadkowane sa kategorie
ontologiczne obiektéw matematyki (logiki). Te¢ odpowiednio$¢ nazywa si¢ za
amerykanskim logikiem W. V. O. Quinem (1908-2002) ontologicznym zaangazowaniem
logiki. Mowiac inaczej, uzycie wyrazen pewnej kategorii semantycznej wymusza uznanie
istnienia obiektéw ontologicznych, ktére im odpowiadaja.

Podziatl na kategorie semantyczne, w ujgciu zaprezentowanym przez Ajdukiewicza, jest rozwijany dzisiaj
intensywnie w tzw. gramatyce kategorialnej.

* Tych terminéw bedziemy uzywaé zamiennie.
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Nalezy podkresli¢, ze zastosowanie teorii kategorii semantycznych do jezyka naturalnego napotyka powazne
przeszkody.

JEZYK NATURALNY := kazdy jezyk sktadajacy si¢ ze zbioru wyrazen sensownych,
regut syntaktycznych i postulatow znaczeniowych; roézniacy si¢ od jezykow sztucznych
tym, ze powstaje w sposob spontaniczny w dluzszym przedziale czasowym; ma cechg
uniwersalnosci, ktora pozwala w nim mowi¢ o nim samym; dopuszcza wyrazenia
okazjonalne i wyrazenia wprowadzone za pomoca definicji ostensywnych’; kontekst
wypowiedzi 1 ich sytuacyjno$¢ zmieniaja funkcje semiotyczne 1 kategorie semantyczne
wyrazen.

Dla nieformalnego omodwienia teorii kategorii semantycznych potrzebny jest pewien
zabieg, ktorego dokonamy na jezyku naturalnym. Jezyk naturalny, taki jak na przyktad
jezyk polski, jest zazwyczaj jezykiem fleksyjnym.® Znaczy to, ze wigkszo$¢ wyrazéw
podlega odmianie — koniugacji i deklinacji. Na przyklad mamy: pies, psa, psu, psie, psom,
itd. Procz tego niektorych wyrazen sensownych nie da si¢ bez utraty sensu roztozy¢ na
czesci, cho¢ maja czasem syntaktycznie zlozona postaé. Na przyklad idiomatyczne
wyrazenie uderzy¢ w kalendarz jest nierozktadalne na czgéci w wyrazeniu; Zenek uderzyt
w kalendarz, pogrzeb w pigtek. Ten sam zwrot w zdaniu; Przyciskiem do papieru Zenek
uderzyl w kalendarz stojqcy na biurku” jest rozktadalny. Tak samo zwroty jezeli..., to; czy
ani...ani sa nierozktadalne. Dlatego dla ulatwienia rozwazan wprowadzamy pojgcie
leksemu.

LEKSEM := jest to nierozkladalne na czg$ci, sensowne wyrazenie jezyka, ktore
abstrahuje od konkretnej formy fleksyjne;j.

Leksem jest jakby bytem abstrakcyjnym i idealnym, ktérego konkretnymi formami lub
realizacjami sa wyrazenia jezyka w dowolnej formie. W literaturze anglosaskiej dokonuje
si¢ podobnego odrdznienia na wyrazenia type 1 wyrazenia tokens. Pierwsze odpowiadaja
naszym leksemom, za$§ drugie konkretnym realizacjom leksemu. Jak pisze Tokarz Leksemy
majq sie tak do swoich rzeczywistych form jezykowych, jak geometryczne pojecie kwadratu
czy trojkqta do materialnych kwadratow i trojkqtow wykonanych z blachy, betonu,
drewna,® Przyjmijmy, ze leksemy czasownikow notowa¢ bedziemy uzywajac ich
bezokolicznikow, leksemy rzeczownikéw 1 zaimkoéw uzywajac mianownika liczby
pojedynczej, za§ przymiotnikdOw — w pierwszym przypadku rodzaju megskiego liczby
pojedynczej. Leksemy sa jakby reprezentantami klasy swoich form konkretnych. Jesli
zaliczymy leksem do jakiej$ okreslonej kategorii semantycznej, to nalezy on do niej wraz
ze wszystkimi swymi formami. Wspomniane utatwienie polega na tym, ze zajmujac si¢
leksemami, posrednio méwimy co$ o ich formach. Leksemy bedziemy pisa¢ pogrubiona
kursywa.

PRZYKLADY.
1. Leksem studiowaé, ma jako swoje formy konkretne; studiuje, studiowalem,
studiujq, studiowac i wiele innych.

° Definicja ostensywna lub inaczej dejktyczna polega na wyjasnieniu stownym terminu i dodatkowo
pokazaniu typowych przedmiotoéw, ktore podpadaja pod termin definiowany.

® Niektére jezyki jak np. chinski uchodza za niefleksyjne.

7 Przyktady te pochodza od M. Tokarza [Tokarz 1993].

® [Tokarz 1993; 21].
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2. Leksemem formy Jasnej Gory bedzie Jasna Gora; zas dla jasnej gory bede dwa
leksemy; jasny oraz gora.

Wedle Ajdukiewicza istnieja tylko dwie kategorie podstawowe — kategoria semantyczna
nazw (oznaczana przez n) oraz zdan (oznaczana przez z). Wszystkie pozostate wyrazenia
(nie bedace ani nazwami ani zdaniami) naleza do klasy funktoréw, ktora rozpada sig¢ na
nieskonczona rodzing kategorii semantycznych. Praktyczna metoda ustalania kategorii
semantycznej wyrazenia sensownego wyglada¢ moze nastgpujaco: po pierwsze pytamy,
czy wyrazenie badane jest nazwa, jesli tak, to kategoria jest ustalona; jesli nie jest nazwa,
to sprawdzamy, czy jest zdaniem, jesli tak, to kategoria jest ustalona; jesli nie jest zdaniem
to musi by¢ funktorem.

Olbrzymia i nieokreslona liczba kategorii semantycznych funktorow sprawia, ze nalezy
dodatkowo ustali¢ kategori¢ semantyczna funktora o ktéry chodzi. Dlatego zapytujemy, ile
argumentéOw ma wyrazenie bedace funktorem; nastgpnie jakie sa kategorie semantyczne
jego argumentdéw, by w koncu ustali¢ kategori¢ semantyczna wyrazenia, ktére 6w funktor
tworzy wraz ze swoimi argumentami.

PRZYKLADY.
1. Chcemy ustali¢ do jakiej kategorii semantycznej nalezy wyrazenie dobry. Nie jest
ono ani nazwa, ani zdaniem, zatem jest funktorem. Uzywamy go w jezyku polskim
w nastepujacych zwrotach: dobry czlowiek, dobry lekarz itp. Termin dobry tworzy
wraz z nazwa nazwe, ale ztozona. Podstawa do takiego stwierdzenia jest tutaj
niewatpliwie nasze wyczucie jezykowe, jako uzytkownikoéw jezyka polskiego.
Funktor ten tworzy nazwe, wraz z jednym argumentem o kategorii semantycznej

nazwy, co zapisujemy (za Ajdukiewiczem) w postaci utamka n ; gdzie licznik
n

okresla kategori¢ syntaktyczna, ktora tworzy funktor ze swoim argumentem, zas$
mianownik koduje liczbe argumentow (w naszym przypadku mamy jeden
argument) oraz ich kategorie semantyczne.

2. Wezmy teraz stowo kocha 1 typowe konteksty naszego jezyka w ktorych sig
pojawia. Mowimy na przyklad Jas kocha Malgosie, Zotnierz kocha ojczyzne itp.

Oto symbol kategorii semantycznej rozwazanego funktora: £ Jest to funktor
nn

zdaniotwérczy od dwéch argumentéw nazwowych.
3. Niektore wyrazenia naleza réwnoczesnie do dwoch 1 wigcej kategorii. Typowym
przyktadem jest stowo i, ktore raz pojawia si¢ w kontekscie Ala i Ola, gdzie petni

n .
role funktora nazwotworczego od dwoch argumentéw nazwowych (— ), za$ drugi
nn

raz w zdaniu ztozonym Ala ma kota i Ola ma kota, gdzie odgrywa rolg funktora

zdaniotwoérczego od dwoch argumentéw zdaniowych, o indeksie — .
22

Notacja kategorii semantycznych wedlug Ajdukiewicza zwana jest czasem systemem
indeksow. Za ich pomoca mozna, podpisujac w wyrazeniu ztozonym z wielu wyrazoéw pod
kazdym z nich jego kategori¢ semantyczna, okresli¢ kategori¢ semantyczna calego
wyrazenia ztozonego. Wykorzystuje si¢ to w badaniu poprawnosci syntaktycznej
wypowiedzi, czy tez np. programoéw komputerowych.
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2.4 SEMIOTYKA LOGICZNA 1 METAJEZYK

SEMIOTYKA (LOGICZNA) := ogélna teoria znaku. Gdy jest uprawiana metodami
charakterystycznymi dla logiki, wtedy jest dzialem logiki - stad ‘logiczna’. Dzieli si¢ na
trzy dziaty: semantyke (logiczna), syntaktyke (logiczna) oraz pragmatyke (logiczna) [Ch.
Morris (1938)].

SEMANTYKA (LOGICZNA) := ogolna teoria relacji zachodzacych pomigdzy znakiem
i rzeczywisto$cia do ktorej znak si¢ odnosi. Najwazniejsze terminy semantyki: oznaczanie,
prawdziwos¢, wynikanie.

SYNTAKTYKA (LOGICZNA) := ogoélna teoria relacji zachodzacych pomigdzy
znakami jakiego§ jezyka. Podstawowe terminy: formuta sensowna, dowdd,
dedukowalnosé, reguta.

PRAGMATYKA (LOGICZNA) := ogdlna teoria relacji zachodzacych pomigdzy
podmiotem (jako uzytkownikiem tzn. nadawca 1 odbiorca znaku) a znakiem. Podstawowe
terminy: tres¢, znaczenie, uznawanie, kontekst wypowiedzi.

Termin teoria uzyty w powyzszych okresleniach, nie ma znaczenia technicznego, lecz
potoczne. Mam tutaj na mysli uporzadkowana refleksjg, postugujaca si¢ okreslonym typem

pojee.

Jezyk naturalny lub sztuczny stuzy¢ ma w swej podstawowej funkcji do komunikowania 1
przechowywania zdobytej wiedzy. W jezyku wypowiadamy zdania (wyrazajace sady)
odnoszace si¢ do jakiej$ rzeczywistosSci.

SAD W SENSIE LOGICZNYM := znaczenie zdania. Odréznia si¢ ten sad, od sqdu w
znaczeniu psychologicznym, ktorym jest mysl wyrazana przez dane zdanie.

Od czaséw A. Tarskiego i jego definicji prawdy dla jezykow sztucznych wiadomo, ze aby
moéwi¢ w sposdb wolny od sprzecznosci o jakim$ jezyku opisujacym rzeczywistos¢
(jezyku przedmiotowym), nalezy tego dokona¢ w metajezyku (j¢zyku podmiotowym) tego
jezyka. Metajgzyk, ktory jest zawsze zrelatywizowany do jakiego$ jezyka przedmiotowego
lub klasy takich jezykow, jest jezykiem, w ktérym mowimy o jezyku. Metajezyk posiada
wszystkie §rodki wyrazu jezyka przedmiotowego, ale procz tego moze catkiem swobodnie
mowi¢ o wszystkich relacjach (syntaktycznych, semantycznych 1 pragmatycznych)
wyrazen jezyka przedmiotowego. Migdzy innymi, jak zobaczymy to w pozniejszej partii
wyktadu, opis sytemu formalnego dokonuje si¢ w metajezyku. Metajezyk ma swoje wlasne
zmienne, ktorych zakresem zmienno$ci sa wyrazenia j¢zyka przedmiotowego, zwane
metazmiennymi. Dla opisania i mowienia w sposdb niesprzeczny o metajezyku trzeba
wprowadzi¢ metametajezyk itd.
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3. LOGICZNA TEORIA ZDAN.

Sposrod wszystkich wyrazen jezyka polskiego interesowaé nas bedzie obecnie pewna
grupa wyrazen, ktérej przystuguje cecha charakterystyczna pozwalajaca owe wyrazenia
odrozni¢ od wszystkich innych wyrazen. Wyrazenia tej grupy nazywamy zdaniami, a
wyrodzniajaca je cecha to mozliwos$¢ przypisania im wartosci logicznej prawdy lub fatszu.
Od strony gramatycznej zdaniom w sensie logicznym odpowiadaja zdania oznajmujace.

ZDANIE W SENSIE LOGICZNYM := wypowiedz jezyka, ktérej mozna przypisac
jedna z dwu wartos$ci logicznych prawdy lub falszu.

Oczywiscie stwierdzona w tym okresleniu ‘mozliwo$¢’ ma wyrazi¢ t¢ intuicjg, ze
niekoniecznie musimy aktualnie owa warto$¢ logiczna zdania znaé. Wystarczy, ze taka
warto$¢ w zasadzie przypisa¢ mozna. Zwrot ‘w zasadzie’ znaczy, ze przy spetnionych
dodatkowych warunkach idealizujacych da si¢ taka warto$¢ przypisa¢. To przypisanie
warto$ci logicznych polega na tym, ze jeSli jest tak jak dane zdanie moéwi, to
przyporzadkujemy mu wartos$¢ logiczna prawdy, jesli jest przeciwnie, to fatszu. Ta intuicja
odnos$nie prawdziwos$ci pochodzi juz od Arystotelesa, ktory pisal w swej Metafizyce:

Powiedzie¢ o czyms, zZe jest i jest,; lub, Ze nie jest i nie jest, to prawda. Powiedzie¢ o czyms,
ze jest i nie jest, lub, Ze nie jest i jest, to falsz.

Odnosnie wartosci logicznych prawdy i falszu nie czynimy zadnych zalozen oprocz tego,

ze sa to dwa roZne obiekty. W dalszym wykladzie bedziemy warto$¢ logiczna prawdy
oznacza¢ symbolem 1, za§ wartos¢ logiczna fatszu symbolem 0. Ten sposéb oznaczania
przyjat si¢ w wyktadzie logiki, czasem jednak uzywa si¢ innych symboli np. dla prawdy T
(angielskie truth) 1 F dla falszu (angielskie false).

ZALOZENIE PIERWSZE KLASYCZNEJ TEORII ZDAN.

0-1

Wyjasnienie natury tych dwoch obiektéw nie nalezy do badan logicznych, lecz do filozofii
logiki. Zagadnieniem tym nie bgdziemy si¢ zajmowac.

ZALOZENIE DRUGIE KLASYCZNEJ TEORII ZDAN:

DLA DOWOLNEGO ZDANIA Z, ALBO ZDANIE Z JEST
PRAWDZIWE, ALBO JEST FALSZYWE.

Drugie zalozenie nazywa si¢ czasem zasadq dwuwartosciowosci. Zatozenie to ma
charakter idealizujacy klas¢ zdan z jezyka naturalnego. Wynika z niego, Zze nie ma zdan,
ktore nie byly ani prawdziwe, ani falszywe rownoczes$nie. Oto jednak przyktad zdania,
ktéremu trudno przypisa¢ jedna z tych dwu wartosci logicznych, a jednak z intuicyjnego
punktu widzenia wydaje si¢ ono by¢ catkiem dobrym zdaniem;

TO ZDANIE JEST FALSZYWE.
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Zatozenie, ze jest ono prawdziwe prowadzi natychmiast do wniosku, ze jest tak, jak zdanie
to stwierdza czyli, ze jest prawdziwe. Jesli zalozymy przeciwnie, Ze jest falszywe, to nie
jest tak jak zdanie stwierdza, czyli zdanie nie jest falszywe, zatem jest prawdziwe.
Pojawita si¢ sprzecznos¢. W tym rozumowaniu w sposob istotny skorzystaliSmy z zasady
dwuwarto$ciowosci. Gdyby tej zasady nie przyjaé, powyzszego rozumowania nie datoby
si¢ przeprowadzic.

Logicy do dzisiaj nie poradzili sobie w sposob ostateczny z powyzszym paradoksem. Jedno z rozwiazan
opiera si¢ wlasnie na odrzuceniu zasady dwuwartosciowosci. Ciekawym przeciwstawieniem powyzszego
zdania jest nastgpujace: To zdanie jest prawdziwe. Jesli zatozymy, ze jest ono prawdziwe, to jest tak jak ono
samo méwi czyli jest prawdziwe.

WNIOSKOWANIE := dowolny skonczony, co najmniej dwuwyrazowy ciag zdan.
Ostatnie zdanie w tym ciagu nazywamy wnioskiem, za§ wszystkie inne przestankami
wnioskowania.

Wezmy nastepujace przyktady wnioskowan:

PRZYKLADY.
1. Jesli pada deszcz, to jezdnia bedzie mokra.
2. Pada deszcz.
3. Jezdnia bedzie mokra.
1. Jesli pada deszcz, to jezdnia bedzie mokra.
2. Nie padal deszc:z.
3. Jezdnia nie bedzie mokra.
1. Jesli pada deszcz, to jezdnia bedzie mokra.
2. Jezdnia nie jest mokra.

3. Nie padat deszcz.

Jesli pada deszcz, to jezdnia bedzie mokra.
Jezdnia nie bedzie mokra.

DN —

3. Nie pada deszcz.

Podane zostaty cztery przyklady wnioskowan. Zadaniem obecnego etapu wyktadu logiki
jest wyposazenie studenta w intersubiektywne i efektywne narzgdzie logiczne, ktore
pozwoli mu na odréznienie wnioskowania poprawnego logicznie, od wnioskowan
niepoprawnych logicznie. Owo narzedzie bgdzie miato warto$¢ ogolna, polegajaca na tym,
ze student bedzie umiat odroznia¢ dowolne wnioskowania (pewnego typu) poprawne
logicznie, od wnioskowan niepoprawnych logicznie. Sposréd podanych powyzej
wnioskowan tylko pierwsze i czwarte sa poprawne, za§ pozostate dwa — niepoprawne
logicznie. Jesli glebiej sig¢ zastanowié, to ‘wyczujemy’ owa poprawno$¢ sami. Zadaniem
logiki jest uniezalezni¢ si¢ w ocenie poprawnosci wnioskowan od subiektywnego
‘wyczucia’ i zobiektywizowa¢ metodg oceny poprawnosci.
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SCHEMAT := wyrazenie pewnego j¢zyka, w ktorym wystgpuja (w jaki§ sposob
zaznaczone) puste miejsca do wypetnienia.

Schematy jezyka polskiego dziela si¢ na trzy grupy w zaleznosci od kategorii
syntaktycznej wyrazenia, ktore ze schematu mozna uzyska¢ przez odpowiednie
podstawienie:

a) schematy zdaniowe,

b) schematy nazwowe,

c) schematy funktorowe.

Rozumienie terminu schemat bedzie si¢ zmieniato w zalezno$ci od jezyka, o ktorym mowa
w definicji — czyli jezyka badanego lub tzw. jezyka przedmiotowego. Obecnie ustalmy, ze
badanym jezykiem jest potoczny jezyk polski.

PRZYKLADY.
e Alama .
o idzie drogq.
® o i--- kopiq pitke.
[ ]

N jest ... pilny.

W powyzszych przyktadach wystepuja puste miejsca do wypetnienia, ktdre zaznaczone sa
W sposob bardzo réznorodny i skomplikowany, odpowiednio za pomoca znakoéw: __,
o, ---, X, ... Kazde z tych wyrazen jest zatem schematem, gdyz wystepuja w nim
zaznaczone puste miejsca do wypetnienia. Gdyby puste miejsca nie byly w zaden sposob
oznaczone, to nie wiedzieliby$Smy ile ich jest, lub czy w ogole wystepuja w wyrazeniu.
Przyktadowo poréwnajmy pierwszy z powyzszych schematow 2z wyrazeniem
niesamodzielnym Ala ma. W tym drugim przypadku nie potrafimy powiedzie¢ niczego o
ewentualnych wolnych miejscach ani o ich liczbie. Nalezy zauwazy¢, ze oznaczenie
pustych miejsc moze dokonaé si¢ za pomoca wyroznionych znakéw samego jezyka lub za
pomoca znakow ‘obcych’, pochodzacych spoza jezyka. W naszych przyktadach wszystkie
znaki, ktére zaznaczaja puste miejsca, pochodza spoza alfabetu jezyka polskiego. Jesli
mamy do czynienia z duza liczba schematow i potrzebujemy wiele réznych znakéw na
oznaczenie pustych miejsc, nalezy wtedy poczyni¢ umoweg odno$nie tego, jakie znaki beda
stuzyly do oznaczania pustych miejsc w schematach. Zazwyczaj potrzebujemy ich
potencjalnie nieskonczenie wiele, gdyz schematy moga mie¢ dowolna, cho¢ skonczona,
dhugosc¢.

W puste miejsca mozna wstawia¢ dowolne wyrazenia jezyka. Moze si¢ tak zdarzy¢, ze po
wstawieniu jakiego$ wyrazenia w puste miejsce w schemacie uzyskamy wyrazenie jezyka
badanego. Tak bedzie wtedy, gdy w jedyne puste miejsce schematu __ ma kota. wstawimy
wyrazenie Ala. Uzyskamy zdanie Ala ma kota.. Moze by¢ jednak tak, ze po wstawieniu
okaze sig, ze uzyskane wyrazenie nie jest zdaniem sensownym jg¢zyka polskiego. Bedzie
tak gdy do tego samego schematu w puste miejsce wstawimy stowo wiec. Uzyskamy
wtedy w wyniku wiec ma kota., ktére cho¢ sklada si¢ z sensownych wyrazen jezyka
polskiego, to jednak samo nie jest zdaniem.

ZMIENNA := specjalnie zaznaczone puste miejsce do wypetnienia w schemacie, ktoremu
to miejscu przypisany jest zbior wyrazen zwany zakresem zmiennosci zmiennej.
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Zbidr wyrazen zwany zakresem zmiennosci zmiennej jest tak dobrany, ze podstawienie do schematu za
zmienng dowolnego elementu zakresu jej zmiennos$ci, daje w wyniku wyrazenie sensowne jezyka majace
ustalong wczesniej kategorig semantyczna.

Poniewaz zazwyczaj chcemy dysponowa¢ dowolnie wieloma réznymi znakami dla
zaznaczania pustych miejsc do wypeinienia, dlatego nalezy z gory ustali¢ efektywny
sposob tworzenia wyrdznionych znakow, ktore beda temu celowi stuzy¢.

Rozrézniamy pomigdzy zmienna, a wystqpieniem zmiennej. Jakas dowolna jedna zmienna
moze mie¢ w konkretnym schemacie wiele wystapien. Na przyktad w schemacie: x jest
wieksze od x; wystgpuje zmienna x, ktora ma w tym schemacie dwa wystapienia. W
schemacie x+y = z wystgpuja trzy zmienne, z ktorych kazda ma tylko jedno wystapienie.
Za$ w schemacie x+x = y wystgpuja dwie zmienne x oraz y, ale zmienne x ma dwa
wystapienia, natomiast zmienna y tylko jedno wystapienie. Wystapienie zmiennej mozemy
zawsze doktadnie okresli¢, poniewaz musimy zawsze wiedzie¢ gdzie dowolne wyrazenie
jezyka ma swoj poczatek, a gdzie koniec. Mozna powiedzie¢, ze wystapienie zmiennej
wymaga wigce] informacji, gdyz oprocz ksztattu znaku (jego postaci) informuje nas o
miejscu na ktorym wystgpuje w danym wyrazeniu.

UMOWA.

Terminem zmienna begdziemy odtad nazywac zarowno puste miejsca w schematach jak i
znaki, ktore bgda te miejsca oznaczaly. W matematyce szkolnej termin ten uzywa sig
wlasnie w drugim znaczeniu.

Dla naszych dalszych rozwazan szczegélnie wazna role beda odgrywaly schematy
zdaniowe:

SCHEMAT ZDANIOWY := schemat pewnego j¢zyka, ktéry po poprawnym
podstawieniu za zmienne w nim wystgpujace, wyrazen nalezacych do zakresu zmiennosci
zmiennych, przechodzi w zdanie sensowne tego j¢zyka.

Schemat zdaniowy, w ktorym wystepuja wytacznie zmienne typu nazwowego, nazywac
bedziemy formgq zdaniowq.

Tradycyjny termin na forme¢ zdaniowa byt funkcja propozycjonalna i spotka¢ go mozna czasami, szczeg6lnie
w starszych podrgcznikach logiki. Jeszcze inny termin, ktéry mozna spotka¢ w literaturze, to funkcja
zdaniowa. Koncepcja formy zdaniowej pojawita si¢ w nawiazaniu do arystotelesowskiej koncepcji zdania
kategorycznego, wedle ktorego wilasnos¢ wyrazona w orzeczniku przystuguje podmiotowi. Na przyktad
zdanie kategoryczne Sokrates jest Smiertelny przyjeto w logice rozwazac jako podstawienie schematu x jest
Smiertelny. Ostatecznie ten schemat formalizowano w postaci P(x). Znak P w tym symbolicznym wyrazeniu
traktowany jest jako stala, begdaca skrotem dla wlasnoSci bycé sSmiertelnym, za$ x jest zmienna typu
nazwowego.

Samo podstawianie za zmienne lub inaczej, wstawianie w puste miejsca do schematu
dopuszczalnych wyrazen, ma by¢ operacja efektywna tzn. po skonczonej liczbie krokow,
wykonanych zgodnie z instrukcjami, operacja musi si¢ zakonczy¢. Po drugie przyjmujemy
nastg¢pujaca:

UMOWA
(1) Do dowolnego schematu wolno podstawia¢ za zmienne tylko wyrazenia
z zakresu ich zmienno$ci.
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(ii)

Za rézne wystapienia tej samej zmiennej w jednym schemacie, nalezy
wstawia¢ to samo wyrazenie.

| SPOJNIK ZDANIOWY := funktor zdaniotwdrczy od argumentow zdaniowych.

Spojnik nazywamy ekstensjonalnym, gdy wartos¢ logiczna zdania zbudowanego z
uzyciem tego spojnika zalezy tylko i wytacznie od wartos$ci logicznych zdan bedacych jego

argumentami.

Spdjnik nazywamy intensjonalnym, gdy warto$¢ logiczna zdania zbudowanego z uzyciem
tego spdjnika, zalezy od wartosci logicznych jak réwniez od tresci zdan bedacych jego

argumentami.

Liczba zdan, z ktorymi dany spdjnik tworzy zdanie, nazywa si¢ liczba argumentéw tego

spojnika.

Glownym przedmiotem naszego zainteresowania beda nastepujace spojniki.”

Spdjnik Nazwa spdjnika Symbol Liczba Warunki
argumentéw 1| prawdziwosci
kategoria
syntaktyczna

I koniunkcja [inne | A [inne 5. 2 Zdanie  “ZiiZy" st
odpowiedniki: czasem 5 ; prawdmwe vytw z.danle Z.l
o ) . jest prawdziwe i zdanie
oraz; a; zas; przy | spotykane: &; Z, jest prawdziwe.
czym] <]
Lub alternatywa Y [inne 5 z Zdanie ‘Z; lub Z) jest
. s T prawdziwe wtw Z; jest
rawdziwe lu » Jest
ivfotykane. U e prawdziwe Iub Z, ]
> prawdziwe.
Jezeli ... , to|implikacja [Jesli ... [Jesli ... , to ...; z Zdanie ‘Jezeli Z,, to Zy
to ..; ... zatem ...;|... zatem ...; 2 jest fatszywe wtw zdanie
’ . i, ¢ ] ’ A wiec ’ 1z Z, jest prawdziwe, a
-8 WIRC .. -8 WIRC .. zdanie Z, jest falszywe.
4 pozostatych
przypadkach prawdziwe.
Wtedy .. i|Rownowaznosé ...jest ). Z Zdanie  Z, Jest
tylko wtedy, | [...jest roéwnowazne - rownowazne  Z"  jest
. . . prawdziwe  wtw  oba
gdy ... rownowazne ... |...; Zawsze : .
zdania maja t¢ sama
Zawsze wtedy, | wtedy, gdy. warto$¢ logiczna.
gdy]

Nieprawda, |Negacja [Nie...;] |Nie..; z Zdanie ‘Nieprawda, ze Z’

7e .. L E jest  prawdziwe — wtw

zdanie Z jest falszywe.

Nalezy wspomnieé, iz dokonuje si¢ tutaj pewnego rodzaju idealizacja polegajaca na utozsamieniu pewnych
zdan ztozonych, utworzonych z wymienionymi spdjnikami, z innymi zdaniami zlozonymi jezyka
naturalnego, ktore w jezyku naturalnym polskim nie do kofica sa rdwnoznaczne. Na przyklad zdanie
Nieprawda, ze Ala ma kota jest negacja zdania Ala ma kota. Ale rowniez negacja tego zdania jest Ala nie ma
kota. Bedziemy te zdania utozsamia¢ jako majace to samo znaczenie. Cho¢ juz na pierwszy rzut oka widac,

W tabeli znaki Z, Z, oraz Z, oznaczaja dowolne zdania w sensie logicznym.
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7e nie maja tego samego znaczenie. Uproszczenie, prowadzace do idealizacji jest cena jaka si¢ ptaci za
mozliwos¢ operacyjnego okreslenia spojnikow. Podobnie jest z innymi zdaniami zlozonymi z
odpowiednikami spdjnikodw z powyzszej tabeli.

Powyzszy zabieg idealizacyjny na jezyku naturalnym, oprocz utozsamienia pewnych zdan,
niesie tez konsekwencje w postaci szczegolnego (odmiennego niz intuicyjny) rozumienia
zdan ztozonych. To co jest zdaniem ztozonym w intuicyjnym pojmowaniu nie musi by¢
zdaniem ztozonym, z punktu widzenia przyjetego zespotu spojnikdw.

PRZYKLAD.
Zdanie Ale ma kota i Ola ma kota jest zdaniem zlozonym. Jednak zdanie Uwazam, ze Ala
ma kota i Ola ma kota jest z naszego punktu widzenia zdaniem prostym.

Obecnie przejdziemy do nieco $cislejszego sformutowania teorii zdan.

W powyzszej tabeli ustalone zostaty symbole jakich bedziemy uzywac jako znaki sztuczne
na rozwazane przez nas spojniki zdaniowe, czyli funktory zdaniotworcze od argumentow
zdaniowych.

Na zmienne kategorii zdaniowej () uzywac bedziemy nastgpujacych znakow sztucznych:

ZNAKI NA ZMIENNE ZDANIOWE (w skrécie mowimy zmienne zdaniowe) maja
posta¢:  pi, p2, P3» - Pn 5 ... . Zbidr wszystkich tych zmiennych zdaniowych jest
nieskonczony i oznacza¢ go bgdziemy symbolem V.

UMOWA

W dalszej czeéci notatek wylacznie ze wzgledow ekonomicznych, o ile nie bedzie
prowadzito to do nieporozumien, na zmienne zdaniowe bedziemy uzywali znakéw p, q, ,
S, L.

System formalny, ktéry ujmuje podstawowe zachowania zdan zloZzonych nazywa sig
rachunkiem zdan. Formalna teoria zdan, ktora obecnie omawiamy nazywa si¢ Klasyczny
Rachunek Zdan (KRZ).

Kazda system formalny (SF) traktujemy jako obiekt o charakterze syntaktycznym. Aby
zbudowac jaki$ SF nalezy:

(1) Zdefiniowac¢ sztuczny jezyk SF;

e poda¢ alfabet,

e 7zbidr wyrazen sensownych.

(ii) Zdeftiniowa¢ aparat dedukcyjny SF;

e poda¢ aksjomaty,

o okresli¢ zbidr regut inferencyjnych .

PRZYKEAD'"
W ponizszych przykladach symbol A jest metazmienna, ktorej zakresem zmiennos$ci jest
zbiér wyrazen sensownych odpowiedniego jezyka.

"9 Te przyktadowe systemy pochodza z ksiazki P. Lorenzena, Einfuehrung in die operative Logik und
Mathematik, Berlin 1955, ss. 14-15; zob. rowniez Z. Pawlak, Automatyczne dowodzenie twierdzen,
Warszawa 1965, ss. 15-17.
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SF1. Alfabet: a, b (dwa symbole).
Wyrazenie sensowne: sa to wszystkie skonczone ciagi liter a oraz b.
Aksjomaty: 1. a.

Reguty: R1. e
R2. i ;
aAa

SF2. Alfabet: a, b.
Wyrazenie sensowne jak w systemie SF1.
Aksjomaty: 1. a.

2. ab.

Aa

Reguly: R1. ——;
guly Aab
R2. —Ab;

Aba

SF3. Jezyk tak jak w SF1 i SF2.
Aksjomaty: 1. a.

Reguty: RI. ﬁ ;

aA, Aa
bAb

SYSTEM FORMALNY KLASYCZNEGO RACHUNKU ZDAN
1. ALFABET. Sklada sig trzech grup symboli:
e Przeliczalnie nieskonczony zbior zmiennych zdaniowych V,

e Spojniki: =, A, Vv, >, =;
e Nawiasy: (, ).

1. ZBIOR WYRAZEN SENSOWNYCH oznaczamy FORM. Jest to najmniejszy"’

zbidr wyrazen spetniajacy nastepujace warunki:

(1) Kazda zmienna zdaniowa jest formula, symbolicznie V < FORM.

(i1) Jesli A i B sa formutami, to formutami sa (AAB), (AvB), (A—B), (A=B).
Symbolicznie: A, B e FORM = (AAB), (AvB), (A—B), (A=B) € FORM.

(111) Jesli A jest formula, to —A jest takze formuta. A € FORM = —A €

FORM. "

"' Okre$lenie ‘najmniejszy’ znaczy to samo co warunek: (iv) Nic innego nie jest formula (wyrazeniem
sensownym KRZ) co nie zostatlo dolaczone do zbioru FORM na podstawie warunkéw wymienionych w

punktach (i), (i), (iii) definicji

2 Jest to definicja indukcyjna formuty. Warunek (i) — baza oraz warunki indukcyijne (ii) i (iii).
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2. AKSJOMATY:"
(11 (p—>q@—>((q—s)—>(p—s)) .
2]  (p—=>(p—9)—=>(p—9) .
[31 p—>(g—p).

(41  pAg—p.
[5]  pAgq—q.
(6]  (p—=>q@—=>((p—8)—>(p—>gns)) .
[71  p—pvq.
(8]  g—pvq.

91  (p—9)—=>((q—=s)—>(pvg—s)) .
[10]  (p=q)—>(p—9) .

[11]  (p=q)—(q—p) .

[12]  (p—>q@)—>((q—=p)—(p=q)) .
[13]  (—g—>—p)—>(p—q) .

3. REGULY INFERENCII.

A—B, A
B [Reguta Odrywania (RO) — Modus Ponens];
A(p,.K . p,)

[Reguta Podstawiania (RP)].
A(pl/Bl’K ’pn/Bn)

Opis powyzszy wymaga jednak paru komentarzy.

Po pierwsze jest on sformutowany w metajezyku jezyka KRZ. Dlatego tez zmienne A,
B w nim wystepujace sa zmiennymi metajezyka i nosza nazwe¢ metazmiennych. Znak
= jest implikacja metajezykowa.

Po drugie w opisie systemu zastosowano pewna umowe¢ dotyczaca nawiasow.

UMOWA

1. Spojniki wiaza swe argumenty wedlug nastgpujacej kolejnosci: negacja, potem
réwnorzednie koniunkcja i alternatywa, implikacja i na koncu rownowaznos¢.

2. Zewngtrzne nawiasy opuszczamy.

3. Opuszczamy te nawiasy, ktorych opuszczenie nie powoduje wieloznaczno$ci w

jednoznacznym sposobie odczytania formuly (wiaze si¢ to z umowami z punktéw
1.12.).

PRZYKLAD. Na zastosowanie umowy.

Zgodnie z definicja formulami sa: ((p1—=p2)—=((p2—=p3)—=(P1—=p3); (P1AP2)—=P1).
Na podstawie powyzszej umowy mozemy napisa¢ obie formuty tak jak sa one zapisane
na liscie aksjomatéw.

Po trzecie aksjomatow naszego systemu jest tylko skonczenie wiele, ale dlatego to
musimy przyja¢ regule podstawiania w systemie. Mozna zastosowal zabieg,
polegajacy na tym, ze mozemy przyja¢ nieskonczony zbiér aksjomatdéw, ale
wypisanych w postaci schematow aksjomatow. Schematy te wygladaja tak samo jak

" Aksjomaty te pochodza od aksjomatyk zbudowanych przez D. Hilberta oraz Jana Lukasiewicza.
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nasze aksjomaty z tym, ze na miejscach zmiennych zdaniowych wystepuja
metazmienne. Pod kazdy taki schemat podpada nieskofnczenie wiele aksjomatow. Na
przyktad pod schemat: A—(B—A) podpada nasz aksjomat [3] jak i na przyktad
formuta: paq—((r—1r)—pAaq). W takim przypadku mozna zrezygnowa¢ z reguly
podstawiania i system bgdzie miat tylko jedna regulg¢ — regut¢ odrywania.

Po czwarte komentarza wymagaja reguly inferencji. W KRZ mamy dwie reguty. Na
mocy RO majac implikacj¢ 1 jej poprzednik, mozna dotaczy¢ nastepnik tej implikacji.
Reguta podstawiania pozwala uzyska¢ formulg, ktora jest wynikiem podstawienia
réwnoczesnego za niektore (lub wszystkie) zmienne zdaniowe wystepujace w formule
dowolnych wyrazen poprawnie zbudowanych. Kazda reguta inferencji jest pewnego
rodzaju efektywnym przepisem, ktory pozwala na wykonanie pewnej $cisle okreslone;j
operacji na zbiorze wyrazen danych.

TWIERDZENIE SF = Formul¢ A nazywamy twierdzeniem okreslonego SF wtw
istnieje dowod A w SF.

DOWOD A W SF := Skonczony ciag formul <A, ..., A,> nazywamy dowodem A w
systemie formalnym SF wtw spelnia nastepujace warunki:

e A=A,

e Kazda formuta A; [gdzie 1< i < n] jest albo aksjomatem, albo zostata
uzyskana z formut wczesniejszym w tym ciagu za pomoca ktorejs z regut
inferencyjnych SF.

Zbidr wszystkich twierdzen KRZ oznaczmy symbolem Dowggy.

PRZYKLAD.

Formuta p—p jest twierdzeniem KRZ [symb: p—p € Dowgrz].

Nastepujacy ciag formul jest jej dowodem: < (p—(p—q))—>(p—q),
(p—(p—p))—=(p—p), p—(q—p), p—=(p—p), p—p >. Jest tak poniewaz: (i) ciag ten jest
skonczony; (ii) kazda z formut jest albo aksjomatem albo zostala uzyskana z formut
wczesniejszych w tym ciagu (formuta czwarta z trzeciej przez podstawianie, za$ piata
przez odrywanie z drugiej i1 czwartej); (iii) ostatnia formula jest identyczna z
dowodzona teza

KRZ jest systemem formalnym okreslonym metodami syntaktycznymi. Nalezy
zwrdci¢ uwagg, ze pojecie dowodu ma réwniez charakter syntaktyczny.

Oto dodatkowe definicje, ktore beda przydatne w dalszej czg$ci pracy. Definicja
dhlugoséci formuly nadaje zbiorowi FORMkgry strukture indukcyjna. W dalszych
wykladach podczas dowodzenia wielu twierdzen, postugiwac si¢ bedziemy indukcja
biegnaca po dlugosci formuly lub zamiennie po stopniu zlozenia formuly.

DLUGOSC (STOPIEN ZEOZENIA) FORMULY KRZ := funkcja d : FORMkgy
o N nazywa si¢ dfugosciq formuty jezyka KRZ o ile spetnione sa warunki:

(1) d(A)=0, gdy Ae V,
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(2) d(AnB) = d(AvB) =d(A—B) =d(A=B) =d(A) + d(B) + 1, gdy A,B
(S FORMKRz,
(3) d(—A)=d(A) + 1, gdy Ae FORMkgz.

PODFORMULA := Dowolna cz¢$¢ formuty A, ktéra sama jest formula, nazywamy
podformuta formuty A.

(1) Jesli A jest zmienna zdaniowa, to jej jedyna
podformuta jest ona sama,

(2) Jesli A ma ktoras z postaci (BvC), (BAC), (B—CO),
(B=C), to podformutami A sa: ona sama oraz
wszystkie podformuly formuty B 1 wszystkie
podformuty formuty C,

(3) Jesli A ma posta¢ —B, to jej podformutami sa: ona
sama oraz wszystkie podformuty formuty B.

W dalszej czgsci wyktadu bedziemy bardzo starannie odréznia¢ pomigdzy zmienng a
wystapieniem zmiennej. Wyjasnimy to na przyktadzie.

PRZYKLAD.

Mamy formut¢ KRZ: (((p—q)A(rv—p))—(p—Qq)).

W tej formule wystgpuja zmienne p, q oraz r. Zmienna p ma trzy wystapienia, zmienna
q dwa wystapienia, za$§ zmienna r ma tylko jedno wystapienie. Kazde wystapienie ma
swo0j numer porzadkowy. Posuwajac si¢ od lewej strony formuly (od jej poczatku) w
prawo przypisujemy kolejne numery wystapieniom danej zmienne;.

Przejdziemy obecnie do ujgcia formut KRZ od strony semantyczne;.

Formuty te mozna pojmowac jako abstrakcyjne wypowiedzi o zdaniach logicznych przyjmujacych tylko
dwie warto$ci logiczne prawdy i falszu. A nawet mozna rzec iz sa to wypowiedzi pewnej ubogiej

arytmetyki dla ktorej istnieja tylko dwie liczby 01 1.

Poniewaz wszystkie zdania dziela si¢ na dwie rozlaczne klasy, klasy zdan
prawdziwych, ktora oznaczamy symbolem 1 oraz klasy zdan fatszywych, ktora
oznaczamy symbolem (), mozna z .

WARTOSCIOWANIE LOGICZNE := jest to kazda funkcja v przyporzadkowujaca
formutom KRZ jedna z dwoch warto$ci logicznych [ v: FORMggrz —{0, 1} .

Jesli A jest formula KRZ, to symbol v(A) nazywaé begdziemy warto$cia logiczna
formuly A dla wartoSciowania logicznego v, lub w skrécie wartoscia A dla v.

Jak wida¢ klasa wszystkich warto$ciowan jest bardzo liczna. Mozna udowodnié, Ze
wartosciowan jest tyle ile jest liczb rzeczywistych.

Poniewaz formuly KRZ dziela si¢ na proste (zmienne zdaniowe) i zlozone chcemy
zna¢ sposob w jaki warto$¢ logiczna v(A) zaleze¢ bedzie od wartosci logicznych
podformut formuty A. Dokladnie chcemy umie¢ wyliczy¢ wartos¢ formuty A majac
zadane wartos$ci logiczne zmiennych zdaniowych w niej wystepujacych.
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WARTOSCIOWANIA BOOLOWSKIE" := warto$ciowanie logiczne v nazywaé
bedziemy wartosciowaniem boolowskim wtw spetnione sa nastgpujace warunki:

(D) v(—A)=1 wtw  v(A) =0,

(2) V(AAB) =1 wtw v(A)=v(B)=1,

3) v(AvB)=0 wtw Vv(A)=v(B)=0,

4) vV(A—>B)=0 wtw v(A)=11 v(B)=0,

®)) v(A=B)=1 wtw Vv(A)=v(B).

W zrozumieniu powyzszej definicji nalezy pamigtac, ze zachodzi nastepujaca wiasnos¢
metalogiczna: dla zdan Z, Z, jeSli Z wtw Z;, to nieprawda, ze Z wtw nieprawda, ze
Z

TAUTOLOGIA KRZ := formula A jezyka KRZ jest tautologia KRZ wtw v(A) =1
dla dowolnego warto$ciowania boolowskiego.

Zbidr wszystkich tautologii KRZ oznaczamy symbolem TAUTkrz.

Odpowiedz na ogdlne pytanie dotyczace liczby réznych ekstensjonalnych spdjnikéw
logicznych dwu- i jednoargumentowych jest znana. Istnieje tylko szesnascie réznych
spojnikéw boolowskich dwuargumentowych. Wszystkie one sa ekstensjonalne 1
zachodzi dla nich taka wtasno$¢, ze warto$¢ zdania ztozonego zalezy tylko od wartosci

logicznych

zdan bedacych

argumentami.

Roéznych

spojnikéw  boolowskich

jednoargumentowych jest cztery. Wynika to natychmiast z ponizszej tabeli.

v(A)

v(B)

1|F2|F3

F4 | F5

F6 |F7|F8|F9

F10

F11

F12

F13

F14

F15

F16

1

1

0

0

0

0

0

0

0

1
0
0

0
1
0

i | o | e | e | P

S | | o |
[ | b | ek

[(—RE—RE WY
[k | |

S| ||
— |
olo|o|m=|m
U U .

1
1
0

1
0
1

1
0
0

0
1
1

0
1
0

0
0
1

0
0
0

Kazdy symbol Fidla 1<i< 16, oznacza warto$¢ logiczna formuty ztozonej zbudowanej z
formut A oraz B potaczonej spdjnikiem zdefiniowanym przez warto$ci wystepujace w tej
kolumnie tabeli, ktora w pierwszym wierszu ma Fi. Na przyklad F5 ma posta¢ v(A—B);

F8 to v(AAB); F7 to v(A=B); F2 to v(AvB).

Tabela dla spdjnikow jednoargumentowych.

v(A) f1 2 f3 t4
1 1 1 0 0
0 1 0 1 0
Mamy: f3 to nasza negacja; fl mozna interpretowaé jako funktor asercji, f2 jako

potwierdzania, za$ f4 jako funktor odrzucania.

'* Od nazwiska angielskiego logika George’a Boole’a.

28




Niech X bedzie zbiorem formut jezyka KRZ. Powiemy, ze zbior X jest spelnialny gdy
istnieje takie wartosciowanie boolowskie v, ze: v(A) = 1, dla kazdej formuty A ze zbioru
X.

Czasami dla wygody Czytelnika begdzie si¢ pisa¢ np. v(X) = 1, gdzie X jest zbiorem
formut. Napis ten nalezy rozumie¢ nastepujaco: wszystkie formuly zbioru X przyjmuja
rownoczesnie dla warto$ciowania boolowskiego v warto$¢ logiczna prawdy.

Przypominam, ze wnioskowaniem nazywamy dowolny, skonczony co najmniej
dwuwyrazowy ciag zdan.

REGULA WNIOSKOWANIA := regula wnioskowania nazywamy dowolny co najmniej
dwuwyrazowy ciag formutl.

Regule wnioskowania oznaczaé bedziemy nastepujaco:

Al

A, AK.A

M lub ke Ll = W
Al‘l

An—l

A

Formuty nad kreska nazywamy przestankami reguly, za$ formulg pod kreska wnioskiem.

Jak wida¢ z powyzszego okreslenia pojecie reguly wnioskowania jest zrelatywizowane do systemu
formalnego. Jesli bedziemy rozwaza¢ system KRZ z wiasciwym dla niego pojeciem formuly, to reguta
wnioskowania jest skonczony, co najmniej dwuwyrazowy ciag formut KRZ. Cho¢ w dalszej czgsci wyktadu
pojecie reguty ulegnie istotnemu rozszerzeniu, to jednak obecnie ograniczymy si¢ do KRZ.

REGULA NIEZAWODNA (DEDUKCYJNA) := regul¢ nazywamy niezawodna, czyli
dedukcyjna wtw dla zadnego wartoSciowania boolowskiego v nie moze by¢ tak, ze
przestanki przyjma wartos¢ logiczna prawdy, za§ wniosek przyjmie warto$¢ logiczna
fatszu.

: . . Z,K.Z, . . .
Powiemy, ze dane wnioskowanie — “L jest oparte nma regule wnioskowania
k
ALK LA _ , ,
— gdy n=k oraz gdy dla kazdego 1 <i < n zdanie Z; zostato uzyskane z formuty

n
A przez podstawienie zdan za zmienne zdaniowe do A; (r6znych zdan za rézne zmienne i
tych samych zdan =za wystapienia tej samej zmiennej w formutach regutly).

WNIOSKOWANIE NIEZAWODNE (DEDUKCYJNE) := wnioskowanie
Z,K .Z

n—1

nazywamy niezawodnym, czyli dedukcyjnym wtw jest oparte na niezawodne;]

n

. . ALK LA
regule wnioskowania ————.

n
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Jak tatwo sprawdzi¢, koniunkcja ma wiasnosci tacznosci 1 przemienno$ci. Nastgpujace
formuty sa tautologiami KRZ:

pPAq =qAp,
PA(QAT) = (PAQ)AT.

Dzigki temu mozna wprowadzi¢ pojecie uogdlnionej koniunkeji, ktére dotyczy zaréwno
zdan jak i1 formul: wyrazenie AjAAA ... AA, (lub odpowiednio Z|AZoA ... AZy)
nazywamy uogoélniona koniunkcja tych formut (zdan). Uogolniona koniunkcja przyjmuje
warto$¢ logiczng prawdy wtw wszystkie formuly (zdania) zwane czlonami koniunkcji
przyjma warto$¢ logiczna prawdy.

Zachodzi nastgpujace twierdzenie, zwane TWIERDZENIEM O DEDUKCJI:

12 b

Reguta wnioskowania =L jest niezawodna (dedukcyjna) wtw formuta AjA

n

.. ANAL1 — A, jest tautologia KRZ.
Analogiczne twierdzenie obowiazuje dla wnioskowan.

Tautologia z twierdzenia o dedukcji, ktéra ma w poprzedniku uogdlniong koniunkcjg
formul, jest rownowazna kazdej formule rdézniacej si¢ od niej tylko kolejnoscia
cztondéw uogolnionej koniunkcji. Wynika to natychmiast z wyzej sformutowanych
wiasnosci koniunkcji. Zatem na mocy twierdzenia o dedukcji mozna abstrahowaé od
kolejnosci przestanek reguty wnioskowania. Jesli oznaczymy zbidr przestanek reguty
litera X, to bardzo czgsto stosowany przez logikéw napis X |— A, czyta¢ bedziemy:
formuta A, jest dedukcyjnym wnioskiem ze zbioru przestanek X; albo inaczej: A,
wynika dedukcyjnie (lub wynika logicznie) ze zbioru X. Analogicznie dla
wnioskowan. Jesli X jest zbiorem zdan bedacych przestankami wnioskowania, a Z, jest
wnioskiem tego wnioskowania, to napis X |— Z, czytamy: zdanie Z, wynika
dedukcyjnie (lub wynika logicznie) ze zbioru zdan X.

TWIERDZENIE O ROZSTRZYGALNOSCI ZBIORU TAUTkgz. Istnieje metoda
efektywna — algorytm, ktora zastosowana do dowolnej formuty KRZ da w skonczonej
liczbie krokéw odpowiedz na pytanie, czy dana formuta jest, czy tez nie jest tautologia
KRZ.

Szkic dowodu:

Dla dowodu wystarczy poda¢ algorytm post¢gpowania dla dowolnej formuty A.
Uczynimy to krokach.

Krokl. Napisz formulg.

Krok2. Oblicz ile w niej wystepuje roznych zmiennych zdaniowych.

Krok3. Oblicz 2"+ 1, gdzie n to liczba roznych zmienny w A; 2" to liczba réznych
wartosciowan boolowskich n zmiennych zdaniowych.

Krok4. Zréb drzewko formacyjne' i oblicz ile A ma réznych podformut.

15 & - . . . .y . . . , .
> Sciste pojecie drzewka formacyjnego mozna wprowadzi¢ dopiero po wprowadzeniu pewnych wiadomosci
z teorii mnogosci.
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Krok5. Narysuj tabele, ktora ma 2" + 1 wierszy i tyle kolumn ile Ci wyszto w kroku 4.
Krok6. W pierwszym wierszy tabeli opisz wszystkie kolumny za pomoca podformut.
Tak jednak, zeby zmienne znalazty si¢ w n pierwszych kolumnach tabeli, a w ostatniej
kolumnie formuta A.

Krok7. W pierwszych n kolumnach wpisz 2" wszystkich mozliwych, réznych
warto$ciowan n zmiennych zdaniowych.

Krok8. Oblicz wartosci podformut zlozonych w dalszych kolumnach wzgledem
odpowiednich warto§ciowan zmiennych.

Krok9. Sprawdz co ostatnia kolumne. Jesli w kazdym wierszu wystepuje symbol 1, to
A jest tautologia KRZ, jesli wystgpuje tam chociaz jeden raz symbol 0, to badana
formuta nie jest tautologia KRZ.

Opisany algorytm jest wlasciwie sformutowaniem poznanej na lekcjach matematyki w

szkole $redniej tzw. metody zero-jedynkowej sprawdzania tautologicznosci formut
KRZ.
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4. NIEFORMALNA TEORIA ZBIOROW

Polski logik Stanistaw Le$niewski zwrocil uwage na to, ze w jezyku naturalnym
uzywamy terminu zbior w dwu znaczeniach:

e zbior w sensie kolektywnym inaczej mereologicznymw — jest to obiekt

przestrzenny, ktory sktada si¢ z czeSci; relacja bycia czgsdcia jest zwrotna,
przechodnia i stabo antysymetryczna,

Mereologia jest mato znanym systemem aksjomatycznym. Jej pozalogicznym pojgciem pierwotnym jest
pojecie ‘czgdci’ w nastgpujacym konteksScie ¢ przedmiot ¢ jest czgs$cia przedmiotu d’. Dlatego warto tutaj
zaprezentowac jej aksjomaty. W sensie logicznym (a nie historycznym) mereologia Lesniewskiego jest teoria
nadbudowana na dwiema innymi teoriami — logika zdan zwana prototetykq oraz ontologiq (nauka o spojniku
Jjest). Dlatego ponizsze przedstawienie aksjomatéw mereologii za Kotarbinskim ma charakter przyblizajacy
jedynie, a nie Scisty.

Aksjomaty Mereologii Le$niewskiego:

M1. Jesli ¢ jest czg$cia przedmiotu d, to d nie jest czgScia przedmiotu c.

M2. Jesli ¢ jest czescia przedmiotu d, oraz d jest czgScia przedmiotu e, to ¢ jest czgScia przedmiotu e.

M3. Jesli ¢ jest klasa przedmiotow x, oraz d jest klasa przedmiotdow x, to ¢ jest d.

M4. Jesli pewien przedmiot jest x, to pewien przedmiot jest klasa przedmiotow x.

Def.1. c jest ingrediensem przedmiotu d wtw ¢ jest tym samym przedmiotem co d lub c jest czgscia d.

Def.2. c jest klasa przedmiotow x wtw a) c jest przedmiotem; b) kazde x jest ingrediensem przedmiotu c; c)
dla dowolnego d, jesli d jest ingrediensem przedmiotu c, to pewien ingrediens przedmiotu d jest
ingrediensem pewnego X.

e zbior w sensie dystrybutywnym inaczej abstrakcyjnym — jest to obiekt idealny,
pozaprzestrzenny, ktory posiada elementy; relacja nalezenia do takiego zbioru
nie jest relacja przechodnia.

Pojecie zbioru (w sensie abstrakcyjnym) jest podstawowym pojeciem matematyki.
Podstawy matematyczne teoria tego pojecia zostaly stworzone w latach 1871-1883,
przez genialnego matematyka niemieckiego Georga Cantora (1845-1918). Sam
Cantor 1 jego nastepcy postugiwali si¢ tym pojeciem w sposob intuicyjny i takie
uzywanie doprowadzilo do pojawienia si¢ antynomii w podstawach teorii zbiorow,
zwanej rowniez teorig mnogosci. Jedna z najbardziej znanych antynomii pojgcia
zbioru, jest antynomia Russella odkryta przez B. Rusella w 1902 roku.

ANTYNOMIA RUSSELLA := klas¢ wszystkich zbiorow podzielimy na dwa
rozlaczne zbiory X oraz R. Elementami zbioru X niech beda te wszystkie zbiory, ktore
sa swoimi wtasnymi elementami. Elementami zbioru R niech bgda te wszystkie zbiory,
ktore nie sa swoimi wlasnymi elementami. Pytamy: czy zbidr R nalezy do zbioru X,
czy tez do zbioru R? Gdyby nalezat do zbioru X , to musiatby naleze¢ do zbioru R, bo
do zbioru X naleza zbiory, ktére sa swoimi elementami. Zat6zmy zatem, ze R nalezy
do zbioru R, czyli jest swoim wlasnym elementem. Jesli tak, to musi naleze¢ do zbioru
X, poniewaz do niego naleza wszystkie zbiory bedace swoimi wtasnymi elementami.
Sprzecznosc.

Zaprezentowana antynomia zostala zakomunikowana przez Russella Fregemu. Pokazata ona, Ze system
Fregego zawiera w sobie sprzeczno$¢. Antynomia ta jest najbardziej znana. Sposrod innych nalezy
wymieni¢ antynomi¢ Burali-Forti (1897).

'® Teoria tych zbiorow zostata opracowana przez Leéniewskiego i nazywa si¢ mereologiq (od greckiego
stowa meros — czg$¢, w sensie odtamu, fragmentu; dopetniacz - mereos).
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Ze wzgledu na wspomniang 0g6lnos¢ pojgcia zbioru, nie jest mozliwe sformutowanie
definicji o tradycyjnej budowie, ktéra oddawataby dobrze sens tego pojecia. Dlatego
matematycy, zaniepokojeni pojawiajacymi si¢ antynomiami w obrgbie teorii tego
pojecia, postanowili opracowaé jego precyzyjna teorig¢. Dla tego celu matematycy
wykorzystali, znang zreszta od czasow Euklidesa (IV wiek p. n. E.), aksjomatyczna
metode charakteryzowania pojeé. Dokonat tego w 1904 roku niemiecki matematyk E.
Zermelo w postaci aksjomatycznej teorii mnogosci. Oto aksjomaty:

1.

2.

AKSJOMAT ROWNOSCI (IDENTYCZNOSCI) ZBIOROW. Jesli zbiory
X i Y majq te same elementy, to zbiory X i Y sq rowne.

AKSJOMAT SUMY. Dla dowolnych dwoch zbiorow X i Y istnieje
zbior, ktorego elementami sq wszystkie elementy zbioru X i wszystkie
elementy zbioru Y.

AKSJOMAT ROZNICY. Dla dowolnych zbioréw X i Y istnieje zbior,
ktorego elementami sq te elementy zbioru X, ktore nie sq elementami
zbioru Y.

AKSJOMAT ISTNIENIA. Istnieje co najmniej jeden zbior.

AKSJOMAT NIESKONCZONOSCI. Istnieje co najmniej jeden zbior nieskornczony.

AKSJOMAT PODZBIOROW (dla formuty A(x)). Dla kazdego zbioru X i kazdej formy
zdaniowej A(Xx), gdzie X jest zakresem zmiennoSci X, istnieje zbior zlozony z tych i tylko
tych elementow zbioru X, ktore spetniajq te forme zdaniowq.

AKSJOMAT ZBIORU POTEGOWEGO. Dla kazdego zbioru X istnieje rodzina zbioréw
X, ktorej elementami sq wszystkie podzbiory zbioru X i tylko one. [Rodzina ta nazywa sie
zbiorem potegowym zbioru X]

AKSJOMAT WYBORU. Dla kazdej rodziny zbiorow niepustych i rozlqcznych istnieje
zbior, ktory z kazdym ze zbiorow tej rodziny ma jeden i tylko jeden wspdlny element.

AKSJOMAT ZASTEPOWANIA DLA FORMULY A (zmienna Y nie wystepuje jako
wolna w A). Jesli dla kazdego x istnieje doktadnie jeden taki'y, ze A(X,y), to dla kazdego
zbioru X istnieje zbior Y, ktorego elementami sq te i tylko te elementy 'y, dla ktorych — dla
pewnego xXe X — spelniony jest warunek A(X,y).

Aksjomaty od pierwszego do czwartego wystarczaja do udowodnienia z nich, za pomoca regut logicznych,
wszystkich wiasnosci tak zwanej algebry zbiorow. Wszystkie dziewig¢ aksjomatéw pozwalaja udowodnic¢
znacza cz¢$¢ twierdzen matematyki. Niektore z aksjomatéw sa zalezne od pozostatych w tym sensie, ze da
si¢ je z pozostatych wyprowadzi¢. Na przyklad aksjomat 4 mozna wyprowadzi¢ bezposrednio z aksjomatu
5, czy tez aksjomat 3 z aksjomatu 6.

Analizujac powyzsze aksjomaty tatwo zauwazy¢, ze teoria mnogosci ma dwa pojgcia
pierwotne (niezdefiniowane): pojecie zbioru oraz nalezenia elementu do zbioru, co
symbolicznie notujemy za Peano, ac X'”. Zbiory oznaczmy duzymi literami (ewentualnie
z indeksami dolnymi) z konca alfabetu tacinskiego X, Y, Z. Okres$lone elementy zbioréw
oznaczmy malymi literami a, b, ¢, (ewentualnie z indeksami dolnymi). Zas§ mate litery x, vy,
z, rezerwujemy jako zmienne indywiduowe kategorii nazwowej, reprezentujace dowolne

"7 Wzér ten czytamy nastepujaco: element a nalezy do zbioru X, albo: a jest elementem zbioru X; albo w
skrécie: a nalezy do X.
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elementy zbioréw (ewentualnie z indeksami). Thustymi literami X, Y, Z, oznaczamy
rodziny zbioréw. Rodzina zbioréw jest to zbior, ktorego elementy sa zbiorami.

Dodatkowo uzywamy wszystkich symboli logicznych: —, —, A, v, =, (spdjniki logiczne);
Vv, 3, (symbole kwantyfikatora odpowiednio ogdlnego i szczegdtowego) = (symbol

identycznosci o kategorii syntaktycznej i)
nn

Na mocy aksjomatu 1., zwanego czgsto aksjomatem ekstensjonalnosci dla zbioréw, kazdy
zbidr jest jednoznacznie scharakteryzowany przez swe elementy. Aby zatem okresli¢ jakis$
zbiér X nalezy 1 wystarcza wymieni¢ jego elementy. Przyjeto czynic¢ to w taki sposob, ze
elementy zbioru wypisuje si¢ pomigdzy nawiasami klamrowymi. Na przyktad: {a, b, c}.
Jedynymi elementami zbioru X sa a, b, c. Moze si¢ jednak tak zdarzy¢, ze zbior jest
nieskonczony to wtedy uzywa si¢ w matematyce takiego sposobu: {x: A(x)}. Ten zapis
czytamy tak: jest to zbior takich x-6w, ktore spetniaja warunek A(x). Jaki$ x speinia formg
zdaniowa A(x) wtedy, gdy w wyniku podstawienia nazwy x do formy zdaniowej A(X)
otrzymamy zdanie prawdziwe. Na przyktad: {x: x jest liczba pierwsza} jest zbiorem
wszystkich liczb pierwszych; {x: x jest mgzczyzna i x pali papierosy} jest zbiorem
wszystkich mezczyzn palacych (wstretne) papierosiska.

Konsekwencja aksjomatu (I) s nast¢pujace prawa:

{a} jestrdzne od a.
{a, b} jestidentyczne (réwne) z {b, a}
{a, a} jestidentyczne (rowne) z {a}
Jak wida¢ ani powtoérzenie jakiego$ elementu w opisie zbioru, ani porzadek w jakim
wymienione s3 elementy nie maja wptywu na sam zbior.

Dla uchwycenia intuicji, ktora kaze uznaé¢ obiekt {a} za rézny od {a, a} wprowadzone zostalo pojgcie
multizbioru (po angielsku: multiset). Dwa obiekty {a} oraz {a, a} sa identyczne jako zbiory, ale rézne jako
multizbiory.

Symbolicznie:

—({a} = )"
{a,b} = {b,a}
{a,a} = {a}.
I og6lnie dla zbioréw X 1Y, gdy sa identyczne:
X=Y

oraz gdy sa rozne:
X #Y.

Aksjomat ekstensjonalno$ci mozna zatem zapisac tak:

X=Y wtw Vx (xeX=xeY).

' Skrétem tego wyrazenia jest {a} # a.
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Na mocy aksjomatu istnienia i aksjomatu roéznicy istnieje co najmniej jeden zbior X — X,
nazywany zbiorem pustym, ktory oznacza si¢ zazwyczaj symbolem . Definicja tego
zbioru moze by¢ taka: X= wtw —3x (xe X). Zachodzi nastgpujace twierdzenie o tym
zbiorze:

TWIERDZENIE.
Istnieje jeden zbidr pusty.

Dowdd:
Zatozmy niewprost, ze istnieja dwa zbiory puste J; oraz . Na mocy wlasnosci
implikacji (tej wlasnosci, ze implikacja o fatszywym poprzedniku ma warto$¢ logiczna
prawdy) prawdziwe jest nastepujace zdanie, dla dowolnego x:
Xxe Jd) = xe .
Stad na mocy aksjomatu (I) mamy:
D) = Ds.

Zatem istnieje jedyny zbior pusty i jest to ‘najmniejszy’ zbidr. O tym decyduja aksjomaty.
Mozna postawi¢ pytanie o ‘najwigkszy’ zbidr. Nie jest nim na pewno zbidr wszystkich
zbiorow, gdyz taki zbidr nie istnieje. Zalozenie o jego istnieniu prowadzi do antynomii.
Mozna jednak méwi¢ o zbiorze, ktory bylby rodzajem dziedziny rozwazan wspomnianej
wczesniej] w rozdziale na temat indukcji. Ten najwigkszy zbior, jesli zostanie ustalony,
oznaczamy symbolem U i nazywamy uniwersum. Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze o
uniwersum nalezy wykazac, ze jest zbiorem.

Istnieje wiele aksjomatycznych sformutowan teorii mnogosci. To przez nas omawiane pochodzi Zermelo-
Fraenkla. Znane sa sformutowania w ktérych oprocz (zamiast) pierwotnego pojecia zbioru przyjmuje si¢
pojecie klasy. Przyktadem pierwszego rodzaju jest teoria von Neumanna-Bernaysa-Godla, za$ drugiego
rodzaju teoria Kelleya-Morse’a.

Procz identycznosci pomiedzy dwoma dowolnymi zbiorami moga zachodzi¢ nastgpujace
relacje:

e X>ocY wtw —3Ix (xe X AxeY) - zbiory X 1Y saroztaczne.

o X#Y wtw IXx(xeXAxgY)ATx (xe X AxeY) A Ix (x¢ X A xeY) — zbiory si¢
krzyzuja.

e XcCcY wtw VX (xeX — xeY) - zbior X zawiera si¢ w zbiorze Y. Zbior X
nazywamy podzbiorem zbioru Y, za$ zbior Y nadzbiorem zbioru X. Jesli
zachodzi dodatkowo X # Y, to X nazywamy podzbiorem wlasciwym zbioru Y.

Oto reprezentacja graficzna czterech podstawowych relacji pomigdzy zbiorami w postaci tzw. kot Eulera.
Kazdy zbidr jest przedstawiony w postaci kota na ptaszczyznie.

[ ] X:Y

X=Y

O

e X>ocY wtw —3Ix (xe X AxeY) - zbiory X 1Y saroztaczne.
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X Y

0

o X#Y wtw IXx(xeXAxgY)ATx (xe X AxeY) A Ix (x¢ X A xeY) — zbiory sig

krzyzuja.

e XcY wtw Vx((xeX —xeY) - zbior X zawiera si¢ w zbiorze Y.

Na zbiorach mozna wykona¢ operacje:

XNY={x:xeXAxeY} (iloczyn zbioréw).
XuY={x:xeXvxeY} (suma zbioréw).
X-Y={x:xeXAxgY} (roznica zbioréw).
X’=U-X (dopetnienie zbioru X do uniwersum U).

Nalezy zwroci¢ uwage na odmienny charakter relacji pomigdzy zbiorami, a operacjami na
zbiorach. Wynikiem operacji na zbiorach jest zbidér. Dlatego kategoria syntaktyczna
wyrazenia np. X U Y (wyniku operacji na zbiorach) jest nazwa. Za$ kategoria
syntaktyczna wyrazenie stwierdzajacego zachodzenie relacji pomigdzy zbiorami jest
zdaniem np. X C Y.

W tym miejscu jestesSmy przygotowani do poznania dodatkowych aksjomatéw teorii zbiorow:

3°.  UOGOLNIONY AKSJIOMAT SUMY. Dla dowolnej rodziny zbioréw X istnieje zbior Y ztoZony z
tych i tylko tych elementow, ktore nalezq do jakiegos zbioru X nalezqcego do X.

10. AKSJIOMAT REGULARNOSCI. Dla dowolnej niepustej rodziny zbioréw X istnieje taki zbior X,
ze XeX i XnX=0.

11. AKSJOMAT PARY. Dla dowolnych dwéch przedmiotow a oraz b istnieje zbior, ktorego jedynymi
elementami sq a i b.

12. AKSJOMAT ZBIORU PUSTEGQO. Istnieje taki zbior & , zZe dla Zadnego X nie zachodzi xe Q.

Systemem aksjomatycznym Zermelo-Fraenkla, ktory oznacza si¢ symbolem ZFC gdzie literka ‘C’ bierze sig
od angielskiej nazwy Aksjomatu Wyboru — Axiom of Choice, jest system oparty o nastgpujace aksjomaty:
ekstensjonalnosci, zbioru pustego, sumy (3’), zbioru potggowego, nieskonczonosci, wyboru, zastgpowania
(osobny aksjomat dla kazdej formuly) oraz aksjomat regularno$ci. W systemie ZFC pierwszego rzedu

przyjmuje si¢ zatozenie, ze ‘kazdy x jest zbiorem’."

' Por. w sprawie aksjomatow teorii mnogosci prace; [Kuratowski, Mostowski; 1978] oraz [Fraenkel, Bar-
Hillel, Levy; 1973].
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PARA UPORZADKOWANA := para uporzadkowana <a, b> nazywamy zbior {{a}, {a,
b}}.

Dla par uporzadkowanych zachodzi:
<a, b>=<c,d> =2 a=c oraz b=d.

Uogolnieniem pojgcia pary uporzadkowanej jest pojgcie uporzadkowanej n-tki, gdzie 2 <
n.

<X15 X2y oo s Xp> 1= <X, <X2, oe. , Xp>>

UWAGA

W dalszej czgsci skryptu bedzie si¢ uzywaé zamiennie z terminem n-tka uporzqdkowana terminu ciqg n-
elementowy.

PRODUKT KARTEZJANSKI ZBIOROW X i Y := zbiér wszystkich takich par <x, y>,
gdzie xe X 1 yeY. Symbolicznie X XY = {<x,y> xeX AyeY}.

Zapisujemy X XY XZ=XX(YXZ), XX(YXZXX))=XXYXZXX].

KWADRAT KARTEZJANSKI ZBIORU X := symbolicznie: X x X = {<x, y>: xe X
AyeX}.

Kwadrat kartezjanski zbioru X zapisujemy rowniez w postaci X°.
Produkt wigcej niz dwuargumentowy zapisujemy w postaci X xK x3X = X",

n—razy

RELACJA BINARNA OKRESLONA W ZBIORZE U # @ := dowolny podzbi6r
UxU.

Termin ‘binarna’ znaczy dwuargumentowa.

RELACJA n-ARGUMENTOWA OKRESLONA W ZBIORZE U =& = dowolny
podzbiér iloczynu U".

Zazwyczaj w zapisie relacji n-argumentowych powinna si¢ pojawi¢ informacja o tym, ilu
argumentowa jest owa relacja. Dlatego, gdy bedzie to niezbedne, oznaczajac relacje n-
argumentowa (n>2) bedziemy uzywali czasami symbolu R", gdzie gérny indeks wskazuje
liczbg argumentow relacji.

UMOWA.

%0 Przypominam, Ze symbol = jest metajezykowa implikacja.
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Relacje binarne oznaczamy literami R, S, T.

Poniewaz relacja binarna R jest zbiorem par dlatego nalezy pisa¢ <x, y>e R, co wyraza
zachodzenie relacji R pomigdzy x oraz y. Zamiennie bgdzie si¢ rowniez uzywac, na fakt
zachodzenia relacji R pomigdzy x 1 y, wygodniejszego zapisu postaci xRy. Wtedy
bedziemy mowié, ze element x poprzedza y lub, ze element y nastepuje po x. Ta umowa
dotyczy jednak, ze zrozumiatych wzgledow, tylko relacji binarnych.

Powyzsze definicje jasno precyzuja, ze z punktu widzenia matematycznego utozsamia si¢
relacje z pewnym zbiorem. Dlatego tak, jak ze zbiorami zostaty zwigzane formy zdaniowe
o jednej zmiennej wolnej, tak z relacjami binarnymi wigzemy formy zdaniowe np. A(X, y)
o dwoch zmiennych wolnych i ogdlnie z relacjami o n argumentach zwiazujemy formy
zdaniowe n-argumentowe postaci A(Xj,..., X,). Relacje n-argumentowe sa zbiorami n-tek
uporzadkowanych.

Niech bedzie, na przeciag dalszych rozwazan, ustalone niepuste uniwersum U. Wszystkie
relacje binarne bgda w nim okres$lone. Dlatego nie bgdzie si¢ pisalo kwantyfikatora
ograniczonego w postaci np. VxeU, kiedy to bedzie oczywiste jakie uniwersum jest
zakresem zmiennosci X, lecz po prostu VX.

WELASNOSCI RELACJI BINARNYCH R :=

R jest zwrotna wtw  Vx (xRx).

R jest przechodnia wtw VxVyVz (xRy A yRz — xRz).
R jest symetryczna wtw VxVy (xRy — yRx).

R jest spojna wtw VxVy (xRy v x=y v ny).21

Waznymi odmianami tych wlasnos$ci sa:

R jest niezwrotna wtw 3x —(xRx).

R jest przeciwzwrotna wtw Vx —(xRx).

R jest nieprzechodnia wtw VxVyVz (xXRy A yRz — —xRz).

R jest antysymetryczna wtw VxVy (xRy — —(yRx)).

R jest staboantysymetryczna wtw VxVy (XRy A x#y — —(yRx)).
R jest silnie spdjna wtw VxVy (xRy v yRx).

Dla lepszego zrozumienia podaje si¢ rOwnowazne sformutowania:

R jest spdjna wtw VxVy (x#y — xRy v yRx).
R jest staboantysymetryczna wtw VxVy (xRy A yRx — x=y).

RELACJA ROWNOWAZNOSCI (TYPU ROWNOWAZNOSCI) := jest to relacja
binarna R, ktdra jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Niech ustalone bedzie uniwersum U oraz n > 0.

*! Jest to przypadek uogélnionej alternatywy. Ma ona analogiczne whasnoéci do uogélnionej koniunkcji o
ktérej byla mowa wczesnie;j.
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STRUKTURA RELACYJNA (MODEL) := jest to uporzadkowana n+1-tka postaci
<U R, K ,R,f">, gdzie kazde k; (1 <i<n) jest liczba argumentow i-tej relacji.

Strukturg o postaci ogdlnej <U ;R> gdzie U jest niepustym zbiorem za$§ R relacja binarna
porzadkujaca zbidr U nazywac bedziemy:
e zbiorem quasi-uporzadkowanym, gdy R zwrotna i przechodnia,
e zbiorem czeSciowo uporzadkowanym, gdy R jest zwrotna, przechodnia i
staboantysymetryczna,
e zbiorem liniowo uporzadkowanym, gdy R jest zwrotna, przechodnia,
staboantysymetryczna i spojna.
e zbiorem slabo uporzagdkowanym, gdy R jest zwrotna, przechodnia i silnie
spdjna.

Niech struktura <U ;R> bedzie zbiorem czgSciowo uporzadkowanym, za§ a elementem

uniwersum tej struktury. To wtedy:
® anazywa si¢ minimalnym wtw —3x (x # a A xRa);
e anazywa si¢ maksymalnym wtw —3x (x # a A aRx).”

Przy takich samych zatozeniach ja w okresleniu elementu minimalnego i maksymalnego:
® anazywa si¢ najwigkszym wtw Vx (xRa),
® anazywa si¢ najmniejszym wtw Vx (aRx).

Strukture (U ; R> bedaca zbiorem liniowo uporzadkowanym nazywac¢ bedziemy:

e zbiorem dobrze uporzadkowanym wtw kazdy niepusty podzbidr uniwersum ma
element najmniejszy.

Mowic tez bedziemy, ze zbior U jest dobrze uporzadkowany przez relacj¢ R albo po prostu mowi¢ bedziemy
o dobrym porzadku. Analogicznie w skrocie mowic si¢ bgdzie o: quasi-porzadku, liniowym porzadku czy
stabym porzadku itp.

Graficznie tak mozna przedstawi¢ zaleznosci pomig¢dzy porzadkami.

Dobre porzadki

Liniowe porzadki
j Stabe porzadki

Czesciowe porzadki

Quasi-porzadki

* Wyjatkowo element a piszemy tlustym drukiem aby w tym kontekscie odrozni¢ go od zwyklej litery a lub
wyrazu a.
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Niech (U; R) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym oraz niech X bedzie niepustym
podzbiorem U. Punkt xeU nazwiemy ograniczeniem gérnym (dolnym) zbioru X
wzgledem relacji R wtw aRx (xRa) dla kazdego acX. Kresem gornym (kresem
dolnym) zbioru X (symbolicznie supX (infX)) nazwiemy najmniejsze ograniczenie gérne
(najwigksze ograniczenie dolne) zbioru X o ile ono istnieje. Jak wiadomo takie
ograniczenie najmniejsze (resp. najwigksze ograniczenie) w ogdlnym przypadku nie musi
istnie€.

Z powyzszych definicji widaé jasno, ze z logicznego punktu widzenia relacja jest pewnym szczegdlnym
zbiorem. Tak jest zarowno z logicznego jak i logicystycznego punktu widzenia. Ojciec logicyzmu Frege
twierdzil, ze: cala matematyka, a w szczegolnosci arytmetyka da sie sprowadzi¢ do logiki. Tego programu nie
udato si¢ przeprowadzi¢, pomimo wysitku nie byle jakich nastgpcow, jak Russell i Whitehead. Udato sig
natomiast sprowadzi¢ matematyke (cala?) do teorii mnogosci. Dzisiaj niektorzy wybitni logicy, jak na
przyktad Georg Kreisel, sa zdania, Zze niektore zagadnienia matematyki wykraczaja poza teori¢ mnogosci.
Ten ostatni poglad jest jednak rzadko uznawany w spoteczno$ci logikow i matematykow.

DRZEWO T =(U; R) := zbior U wraz z relacja binarng R okreslong w U, gdy spetnione
sa nastepujace wlasnosci:

e R jestrelacja czeSciowego porzadku,
e w U istnieje element najmniejszy wzgledem R.
e 7bior Gy = {y: yRx} jest dobrze uporzadkowanym przez relacj¢ R.

Takie zawegzone pojecie drzewa jest potrzebne w dalszej czg$ci naszych rozwazan. Ogdlniejsze pojgcie
teoriomnogosciowe mozna znalez¢ na przyklad w [Kuratowki, Mostowski 1978; 303-304]. Tam tez jest
dowiedziona ogdlna posta¢ lematu Koniga (zobacz nizej).

GALAZ DRZEWA T := zbiér X c U dobrze uporzadkowany przez R taki, Ze nie istnieje
zbioér dobrze uporzadkowany w T zawierajacy X jako swoj podzbidr wiasciwy.

Niech dane bedzie drzewo T = (U; R).
Punktem drzewa T nazywamy element zbioru U.

Niech xRy oraz nie istnieje punkt z lezacy na drzewie pomigdzy punktami X, y, to element
y nazywamy bezposSrednim nastepnikiem punktu x; za§ punkt drzewa x nazywamy
bezposrednim poprzednikiem punktu y. Z definicji drzewa wida¢, ze dany punkt x moze
mie¢ wigcej niz jeden bezposredni nastgpnik, ale tylko jeden bezposredni poprzednik.

Punkt y drzewa nazwiemy nastepnikiem punktu x wtw zachodzi xRy. Dany punkt drzewa
moze mie¢ wiele nastgpnikoOw (rowniez nieskonczenie wiele). Zatem szczegdlnym
przypadkiem naste¢pnika jakiego$ punktu drzewa jest jego bezposredni nastepnik.

Przodkiem drzewa T nazywamy punkt drzewa T, ktéry nie posiada bezposredniego

poprzednika. W drzewie przodek jest elementem najmniejszym wzglgdem relacji R i jest
tylko jeden.
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Drzewo T nazywamy uporzadkowanym, gdy zbidr nastgpnikow bezposrednich jakiego$
punktu tworzy ciag. Dzigki temu mozemy moéwi¢ o pierwszym, drugim i n-tym
bezposrednim nast¢pniku rozwazanego punktu, poczynajac od lewej strony.

Uporzadkowane drzewo T mozna rozumie¢ jako zwykte drzewo z funkcja, ktorej argumentami sa punkty
drzewa za$ wartosciami skonczone ciagi punktow bedacych ich bezposrednimi nastgpnikami.

Drzewo T nazywamy drzewem dwodjkowym, gdy dowolny punkt drzewa posiada zero,
jeden lub co najwyzej dwa bezposrednie nastgpniki.

Punkt drzewa T nie posiadajacy zadnego bezposredniego nastgpnika nazywamy punktem
koncowym drzewa T.

Jesli T jest dowolnym drzewem z przodkiem A, to mozna zdefiniowaé poziomy drzewa T,
ktoérymi sa podzbiory U. Poziom 1 = {A}. Poziom N+1 tworza wszystkie bezposrednie
nastepniki wszystkich punktéw poziomu N. Korzyscia bezposrednia z definicji poziomow
drzewa jest mozliwo$¢ dowodzenia twierdzen o drzewach przez indukcje ‘biegnaca’ po
poziomach drzewa.

Drzewo T nazywamy drzewem skonczonym, gdy zbiér wszystkich punktéw drzewa T
jest zbiorem skonczonym. Gdy zbidr wszystkich punktéw drzewa T jest zbiorem
nieskonczonym, to drzewo T nazywamy drzewem nieskonczonym.

Stowo nieskoriczony w odniesieniu do zbioréw jest wieloznaczne.”

Zbiér X nazywamy skornczonym gdy istnieje ciag roznowartosciowy o n wyrazach, ktérego zbiorem wartos$ci jest zbior
X. Ciag roznowartos$ciowy jest funkcja roznowartosciowa.

Symbolem |X|, gdy X jest zbiorem, oznaczamy liczno$¢ (liczbe elementow) zbioru X i nazywamy liczba kardynalna
zbioru X.

Zbiér X nazywamy skoriczonym gdy istnieje takie ne N, ze [X|=n.

Zbiér X nazywamy nieskonczonym gdy nie jest skonczony.

Zbiér X nazywamy nieskoriczonym w sensie Dedekinda gdy X zawiera podzbidr Y taki, ze ciag f: N — Y jest
réznowarto$ciowy.

Z teorii mnogosci (wraz z aksjomatem wyboru) wiadomo, ze oba pojgcia nieskonczonos$ci sa rownowazne.

Zbiér X nazywamy przeliczalnie nieskorniczonym, gdy istnieje odwzorowanie f: N — X réznowarto$ciowe i ‘na’.
Mowiac inaczej zbior X jest przeliczalnie nieskonczony gdy jest rownoliczny ze zbiorem N, tzn. gdy, |X| = [N|

UWAGA. Od teraz, jesli nie zostanie to inaczej zaznaczone, piszac zbior nieskonczony
bedziemy rozumieli zbior przeliczalnie nieskonczony.

Drzewo T nazywamy skonczenie generowalnym, gdy kazdy punkt drzewa T ma tylko
skonczenie wiele bezposrednich nastgpnikow.

Zachodzi nastgpujace twierdzenie, zwane lematem Koniga:

LEMAT KONIGA:*
Kazde drzewo T = (U; R), ktore jest nieskonczone (przeliczalnie) i skonczenie
generowalne, ma gataz nieskonczona.

Dowéd:

# Dla zrozumienia tego fragmentu prosz¢ zagladna¢ najpierw do fragmentu niniejszego rozdziatu skryptu poswigconego
funkcjom i znalez¢ okreslenie ciagu.
7 zatozen odnosnie drzewa T wystepujacego w lemacie wynika, ze musi by¢ ono przeliczalne.

41



(1) Podzielmy zbiér punktow U drzewa T na zbior punktow dobrych i zbior punktow zlych.
Punkt nazywamy dobrym wtw posiada nieskonczenie wiele nastgpnikow; zfiym wtw
posiada tylko skonczenie wiele nastgpnikow.

(2) Przodek drzewa jest dobry, bo jego nastgpnikami sa wszystkie punkty drzewa, ktorych
jest z zatozenia nieskonczenie wiele.

(3) Kazdy punkt dobry, musi mie¢ chociaz jeden dobry bezposredni nastgpnik. Gdyby nie
mial, to wszystkie bezposrednie nastgpniki bylyby zle, a wtedy sam rozwazany punkt
musialby by¢ zly, gdyz kazdy punkt ma tylko skonczenie wiele bezposrednich
nastepnikow.

(4) Konstruujemy teraz nieskonczony ciag punktow w nastgpujacy sposob: sy — przodek
drzewa T, s;— dobry nastgpnik przodka (ktory istnieje na mocy (3)), s, — dobry nastgpnik
dobrego nastgpnika (istnieje na mocy (3)), ... , itd. dochodzimy do calego nieskonczonego
ciagu. Gdyby bowiem ciag byt skonczony, to jakis punkt drzewa nie mialby dobrego
bezposredniego nastgpnika, co jest niezgodne z (3)

Bardziej formalny dowdd lematu Koniga:

(1) Symbolem Ny oznaczmy zbidr wszystkich nastgpnikéw (niekoniecznie bezposrednich)
punktu x drzewa T.

(2) Punkt x drzewa T nazywamy dobrym wtw [Nyl = INI. Punkt x drzewa T nazywamy
ztym, gdy nie jest dobry tzn. |[Nxl = n, dla pewnego ne N.

(3) Przodek sp drzewa T jest dobry, bo |Ul = INI i1 zatem [Nl = INI.

(4) Jesli dowolny punkt x drzewa T jest dobry, to istnieje jego bezposredni, dobry
nastepnik. Niech wszystkimi bezposrednimi nastgpnikami x beda punkty yi, yo, ..., yn. Jest
ich skonczenie wiele, co wynika ze skonczonej generowalnosci drzewa. Gdyby wszystkie
te punkty byly zte, to wtedy zbior punktow drzewa (...(Ny; U Ny )u... U Ny, ) bylby
skonczony (bo skonczona suma zbiorow skonczonych jest zbiorem skonczonym). Wtedy
jednak punkt x nie bytby dobry lecz zty.

(5) Konstruujemy teraz ciag G (gataz) punktéw drzewa: sp — przodek drzewa. Jesli ciag
(galaz) jest skonstruowany do punktu s,, to bierzemy dobry nastgpnik punktu s, (taki
punkt istnieje na mocy (4)) i dotaczamy do budowanego ciagu G jako sy+1.

(6) Ciag G jest nieskonczony, bo w przeciwnym razie jaki§ punkt drzewa nie miatby
bezposredniego, dobrego nastgpnika (niezgodne z (4)) lub cale drzewo byloby skonczone
(niezgodne z zatozeniami).

UWAGA

Jesli drzewo T z lematu Koniga jest uporzadkowane, to nie potrzeba korzystaé w jego
dowodzie z aksjomatu wyboru. Jesli za§ drzewo nie jest uporzadkowane, to trzeba
korzysta¢ z aksjomatu wyboru przy wyborze dobrego bezposredniego nast¢pnika.

Pojecie drzewa mozna wprowadzi¢ jeszcze inacze] wychodzac od pojecia grafu, cho¢ jest to rowniez
podejscie teoriomnogosciowe. Grafem nieskierowanym nazywamy zbior punktéw (zwanych wierzchotkami)
wraz liniami (zwanymi krawedziami) taczacymi niektdre z wierzchotkow. Grafem oznakowanym nazywamy
graf, w ktorym wierzcholki (i krawedzie) sa specjalnie oznaczone. Sciezkq grafu nazywamy ciag
wierzchotkow grafu potaczonych krawedziami. Cyklem grafu nazywamy $ciezke tego grafu, ktorej pierwszy i
ostatni wierzchotek sa identyczne. Cykl grafu nazywamy prostym gdy zaden wierzchotek nie wystgpuje w
nim wigcej niz raz, oprocz wierzchotka pierwszego i ostatniego. Graf nazywamy spdjnym gdy dowolne jego
dwa wierzchotki sa potaczone §ciezka. Drzewo =: graf spdéjny, bez cykli prostych. Istnieje mocno
rozwini¢ty dzial matematyki zwany teoriq grafow.

* Dowéd za Smullyanem i Konigem. Por. J. Konig, ‘Zum Kontinuumproblem’, Mathematische Annalen, 60
(1904), ss. 177-180. Por. [Smullyan 1995; 32].
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Dalszym krokiem, w teoriomnogos$ciowym uj¢ciu najwazniejszych poje¢ matematyki, jest
sprowadzenie najwazniejszego pojgcia matematyki — pojecia funkcji — do pojgcia zbioru.

Najpierw definicje pomocnicze:

DZIEDZINA LEWOSTRONNA RELACJI BINARNEJ R := w skr6cie méwimy
dziedzina relacji R, symbolicznie:
Di(R) = {x: dy (xRy)}.

DZIEDZINA PRAWOSTRONNA RELACJI BINARNEJ R := w skrécie
przeciwdziedzina relacji R, symbolicznie:
Dp(R) = {x: Jdy (yRx)}.

FUNKCJA JEDNOARGUMENTOWA := relacj¢ binarnag UXU D R # & nazywamy
funkcja jednoargumentowa ze zbioru X c U w zbiér Y c U, gdy:

(f)  DLR) =X,

(f)  De(R)CY,

(f3)  Vx,y,zeU (xRy A xRz — y=12).

Inne okreslenia na funkcj¢ to: przeksztatcenie, odwzorowanie.
Funkcje przyjeto oznacza¢ matymi literami f, g, h.

Zbior X nazywa si¢ zbiorem argumentéw lub dziedzing funkcji f, za§ Y zbiorem
wartoS$ci lub przeciwdziedzing funkcji f.

Fakt nastepujacy ‘f jest funkcja ze zbioru X w zbidr Y’ notowaé bedziemy symbolicznie
w taki sposob f: X =Y.

Jesli x jest elementem X, to f(x) nazywac bedziemy wartosciq funkcji t dla argumentu x
lub wartosciq funkcji f w punkcie x.

Symbol — jest uzywany w skrypcie na dwa sposoby, jako znak dla implikacji oraz w
zapisie funkcji z jednego zbioru w drugi. Z kontekstu bedzie zawsze jasne o jakie uzycie
chodzi i nie powinno prowadzi¢ to do nieporozumien. Nalezy jednak o tym pamigtac.

Mowi¢ sig bedzie rowniez, ze funkcja f jest okreslona (jest zdefiniowana) na zbiorze X.

Uogolnieniem pojgcia funkcji jednoargumentowej jest funkcja n-argumentowa ze zbioru
X" w zbiér Y.

Szczegdlnym za$ przypadkiem funkcji n-argumentowej jest dzialanie, bedace funkcja

przeprowadzajaca zbior X" w sam zbidr X. Dzialanie takie nazywamy dzialaniem n-
argumentowym.
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Jeden z dzialdow matematyki — algebra abstrakcyjna - zajmuje si¢ badaniem struktur,
ktérych relacje sa dziataniami okreslonymi w uniwersum struktury i jest ich skonczenie
wiele. Takie struktury zwie si¢ algebrami.

PRZYKLAD

Niech U = {0,1} i niech dzialania ®: U* - U; +: U* - U; -U— U okreslone beda
nastepujaco: +(0,1) = +(1,0) = +(1,1) = 1 oraz +(0,0) = 0; ¢(0,0) = ¢(0,1) = ¢(1,0) =0
oraz ¢(1,1)=1;-(1) =0 oraz -(0) = 1. Strukture z tym uniwersum i dziataniami U=({0.1};
e, +, -) nazywamy (dwuelementowa) algebra Boole’a. Innym przykladem algebry
Boole’a jest U =(P(U); N, U, "), gdzie P(U) jest zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru
U, za$ dziatania to kolejno teoriomnogo$ciowe operacje iloczynu zbiorow, sumy zbiorow i
dopetnienia.

Konsekwencja powyzszej definicji funkcji jest to, ze funkcja, jako szczegolny przypadek relacji, jest rowniez
zbiorem. Ten wlasnie fakt, migdzy innymi, pokazuje rolg teorii zbioréw jako podstawowej teorii
matematycznej.

Funkcja f nazywa si¢ jednoznaczng lub ré6znowartosciows jesli zachodzi:
X ——>Y wtw 1 X >Y A VxeX VyeY (f(x) =f(y) = x=y).

Warunek jednoznaczno$ci jest w pewnym sensie warunkiem odwrotnym do warunku na
bycie funkcja. Ten pierwszy (jednoznaczno$¢) wymaga by funkcja przyjmowata dla
identycznych wartosci, identyczne argumenty, za$ ten drugi warunek wymaga by funkcja
dla identycznych argumentéw przyjmowata identyczne wartosci. Albo rownowaznie:
warunek pierwszy wymaga by funkcja dla réznych argumentdéw przyjmowata rozne
wartos$ci, za§ warunek na funkcje, by dla roznych wartosci przyjmowata rdzne argumenty.

Pokazemy to na rysunku.
Funkcja f nazywamy funkcja ze zbioru X na zbiér Y [symbolicznie f: X —=— Y ] gdy:

X —=>5Y wtw f:X->Y A VyeY IxeX (f(x) =y).

Funkcje f nazywamy funkcja wzajemnie jednoznaczng lub bijekcja, gdy jest funkcja
jednoznaczng z X w Y oraz funkcjaz X na Y.

Zbior liczb naturalnych N da si¢ zdefiniowaé¢ w teorii mnogosci. Jako pierwsi dokonali tego R. Dedekind
oraz G. Frege w drugiej potowie dziewigtnastego wieku. W ich konstrukcji liczbom odpowiadaja pewne
zbiory za zbidr N jest w istocie rodzing zbiorow. Scisle rzecz biorac kiedy mowi sig o “definicji zbioru liczb
naturalnych N w teorii mnogos$ci’ ma si¢ na mysli rodzing zbiorow, ktorej elementy zachowuja sig
izomorficznie, czyli tak samo wzgledem opisu matematycznego jak liczby naturalne znane z intuicji.

Ciagiem nieskonczonym nazywa si¢ kazda funkcjg f: N — X, gdzie X jest dowolnym
niepustym zbiorem.

Zgodnie z wcze$niejsza umowa n-tk¢ uporzadkowana nazywac si¢ bedzie ciagiem n-
elementowym. Pojawia si¢ tutaj pewien problem z zerem. Mianowicie liczba 0 jest
elementem zbioru N, ale nie jest elementem zbioru N*. Czasem wygodniej jest mysle¢ o
ciagu f jako o funkcji f: N* — X. Przy tym drugim ujeciu latwiej jest operowa¢ indeksami
wyrazow ciagu. Wilasnie umowa pozwalajaca nazywac zamiennie n-tki skonczone ciggami
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n-elementowymi jest sensowna dzigki takiej mozliwosci.
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5. NAZWY

Nazwy, jak wspomniano, tworza podobnie jak zdania jedna z dwoéch podstawowych
kategorii semantycznych. Ze wzgledu wiasnie na ten fundamentalny charakter trudno jest
poda¢ poprawna definicj¢ nazwy jako takiej. Obecnie nie ma w logice, ani w filozofii
jezyka jednej, ustalonej teorii nazw.

Nazw w ogo6lnosci nie mozna w sposob adekwatny scharakteryzowa¢ metodami czysto
syntaktycznymi.

Intuicyjnie najbardziej korzystnym okresleniem nazwy wydaje si¢ by¢ nastgpujace: Nazwq
Jjest to wyrazenie jezyka, ktore da sie podstawi¢ do schematu zdaniowego ‘X jest zielone’ za
zmienng wolnq x i wtedy schemat przejdzie w zdanie sensowne. To okre§lenie nazwy nie
jest precyzyjna jej definicja, ale w wystarczajacy sposob naprowadza nasza intuicje na
wlasciwe tory myslenia o nazwach. Inne okreslenie nazwy, ktére odwotuje si¢ do naszych
potocznych intuicji brzmi: nazwq jest takie wyrazenie jezyka, ktore cos nazywa.

5.1 EKSTENSJONALNA TEORIA NAZW.

Ta teoria nazw jest w istocie sprytnym trickiem. Pozwala ona bowiem na méwienie o
nazwach za posrednictwem zbiorow, o ktorych juz méwi¢ umiemy. Bezposrednia
korzyscia z tej teorii nazw jest mozliwo$¢ jednorodnego ujecia teorii zdan kategorycznych
(sylogistyka) oraz teorii definicji.

Fundamentalne znaczenie ma pojgcie desygnatu.

| DESYGNAT := obiekt, ktéry nazwa nazywa.

Waznym zagadnieniem o charakterze filozoficznym jest kwestia istnienia desygnatow
nazw. W tym zagadnieniu miesci si¢ problem uniwersaliow - znany od poczatku filozofii,
a szczegolnie rozwazany w $redniowieczu.

Zmienne, ktorych zakresem zmiennos$ci beda nazwy, oznaczamy symbolami: n, m, p, ... .

DENOTACJA NAZWY n := zbidr wszystkich desygnatéw nazwy n.

Denotacj¢ nazwy n oznaczamy symbolem D(n).
Dzigki tej definicji mozemy wypowiadac si¢ na temat nazw wypowiadajac si¢ o zbiorach.

Oto niektore z tradycyjnych podziatéw nazw:

PODZIAL NAZW CHARAKTERYSTYKA DENOTACII LUB | KRYTERIUM PODZIALU
DESYGNATOW

1. NAZWY Denotacja jest zbiorem pustym. Kryterium  podziatu: liczba
PUSTE desygnatéw.
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NAZWY Denotacja jest zbiorem jednoelementowym.
JEDNOSTK
OWE
NAZWY Denotacja ma wigcej niz jeden element.
OGOLNE
NAZWY Nazywaja obiekty czasoprzestrzenne. Kryterium podziatu: specyfika
KONKRET .
tego do czego si¢ odnosza
NE
NAZWY
ég?;gAK Nazywaja pozostalte obiekty.
NAZWY Np. ten oto pies; lub tzw. nazwy wtasne jak: | Kryterium podzialu: sposob
INDYWID | Adam Mickiewicz, Stefan Banach itp. wskazywania desygnatow.
UALNE
NAZWY Np.  ‘Najwigkszy  polski  matematyk
GENERAL dwudziestego wieku’
NE
NAZWY Zbudowane sa z jednego wyrazu. Kryterium  podziatu: liczba
PROSTE wyrazéw tworzacych nazwe.
NAZWY Zbudowane wigcej niz z jednego wyrazu.
7Y OZONE

Jak zobaczymy ponizej wygodnie jest przyjmowac, ze kazdy obiekt posiada swa nazwe

indywidualna.

Denotacje nazwy n nazywac bedzie si¢ czasem rowniez ekstensja lub zakresem nazwy n.

Niniejsze sposob mowienia o nazwach nazywa sig ekstensjonalnym z tego powodu, ze méwiac o nazwach
czynimy to poprzez méwienie o ich ekstensjach. Pomija sig tutaj tzw. intensje czyli tres¢ nazwy.

PRZYKLADY.

1.

Desygnatem nazwy sfon bgdzie kazdy egzemplarz stonia. Za$ denotacja tej nazwy
bedzie zbidr wszystkich stoni. Jak wida¢ denotacja nazwy jest przedmiotem
abstrakcyjnym — takim jak zbior.

Nazwa najwieksza liczba naturalna jest nazwa pusta, poniewaz nie istnieje jej.
Denotacja tej nazwy jest zbiorem pustym.

Dzigki wprowadzeniu denotacji mozna scharakteryzowaé tzw. stosunki zakresowe
(relacje) pomiedzy nazwami:

Nazwa n jest rownowazna nazwie m wtw D(n) = D(m).

Nazwa n krzyzuje si¢ z nazwa m wtw D(n) # D(m).
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Nazwa n jest podrzedna wzgledem nazwy m wtw D(n) < D(m).

Nazwa n jest nadrzedna wzgledem nazwy m wtw D(m) < D(n).




e Nazwa n wyklucza si¢ znazwa m wtw D(n) Dc D(m).

Powyzsze ustalenia posiadaja pewne malo intuicyjne konsekwencje. Jak wida¢ kazda
nazwa pusta jest podrzedna wzgledem kazdej innej nazwy, poniewaz zbidr pusty zawiera
si¢ w kazdym zbiorze. Na przyklad, (zakladajac, ze krasnoludki nie istnieja) nazwa
krasnoludek jest podrzedna wzgledem nazwy samochaod.

PRZYKLADY.

1. Nazwa ssak jest nadrzedna wzgledem nazwy kon, gdyz zbior wszystkich koni
zawiera si¢ w zbiorze wszystkich ssakow. Roéwnocze$nie nazwa kon jest podrzedna
wzgledem nazwy ssak.

2. Nazwa zwierze posiadajqce nerki jest rtOwnowazne nazwie zwierze posiadajqce
serce, gdyz ich denotacje sa identyczne.

3. Nazwa pojazd szynowy krzyzuje si¢ z nazwa tramwaj, gdyz istnieja pojazdy
szynowe nie bgdace tramwajami (pociagi), istnieja tramwaje bedace pojazdami
szynowymi 1 istnieja tramwaje nie bgdace pojazdami szynowymi (tramwaje wodne,
konne).

4. Nazwa pusta wyklucza si¢ z kazda inna nazwa. Dlatego ten przypadek jest
trywialny. Przyktadem na wykluczanie si¢ dwoch nazw jest para nazw: widelec i
noz. Nie istnieje zaden obiekt, ktory rownoczesnie bylby nozem 1 widelcem.

Diagramy Venna.’® Sa to specjalne rysunki na ktérych mozna przedstawiaé stosunki
zachodzace pomigdzy zakresami dwoch (lub wigcej) nazw. Mozna je réwniez stosowac do
badania praw algebry zbioréw.

Diagram dla dwoch zbiorow wyglada nastgpujaco:
TUTAJ WSTAWIC DIAGRAMY VENNA DLA DWOCH I TRZECH ZBIOROW

Jak wida¢ okregi na diagramach Venna dla dwoch zbiordéw dziela wyjsciowy prostokat na
cztery obszary, za$§ dla trzech zbioréw na osiem obszarow. Relacj¢ zachodzaca pomigdzy
zwyktymi zbiorami lub denotacjami nazw zaznaczamy na diagramie w ten sposob, ze jesli
wiem z pewnoscia, ze jaki$ obszar jest niepusty to w odpowiedni obszar wpisujemy znak
+. Jesli za§ wiemy z pewno$cia o pewnym obszarze, ze jest pusty, to wpisujemy znak --.
Jesli zas co do jakiego obszaru nie mamy pewnosci czy jest pusty, czy tez nie jest pusty, to
nie wpisujemy w tym obszarze zadnego znaku.

52 TRESC NAZWY.

Wiemy to z postugiwania si¢ jezykiem, ze kazda nazwa oprécz tego, ze nazywa obiekty
posiada pewna tres¢. Moze by¢ nawet tak, ze dwie r6zne nazwy maja te same desygnaty.
Tym co je rézni jest ich tres¢. Podstawowa intuicja odnos$nie tresci nazwy jest taka, ze
tres¢ to zespot cech przystugujacych wszystkim desygnatom tej nazwy.

*% Termin ten pochodzi od angielskiego logika o nazwisku John Venn (1834-1923).
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TRESC NAZWY n := zbiér wszystkich form zdaniowych jednej zmiennej, z ktérych
powstaje zdanie prawdziwe po wstawieniu w miejsce zmiennej, nazwy indywidualnej
dowolnego desygnatu nazwy n. Tre$§¢ nazwy n oznaczmy symbolem T(n). Symbolicznie:

T(n) = {A(x): Yac D(n) (A(a))}.

Zatem do tresci nazwy, ktdra jest zbiorem, naleza jako elementy formy zdaniowe jednej
zmiennej.

PRZYKLAD.

Do treSci nazwy krowa naleza, migdzy innymi, nast¢pujace formy zdaniowe jednej
zmiennej: X jest ssakiem, X jest roslinozerny, x daje mleko; ale do tre$ci nazwy krowa nie
naleza formy zdaniowe: x jest koloru czarno-biatego, x ma na imi¢ Krasula, gdyz nie
wszystkie desygnaty nazwy krowa posiadaja wymienione cechy.

Pomigdzy denotacjami nazw i ich tre§ciami zachodzi zalezno$¢, ktéra mozna S$cisle
udowodni¢. Wyraza ona to, ze im bardziej denotacja jakiej$ nazwy niepustej jest wigksza
(wzgledem relacji inkluz;ji), tym tre$¢ tej nazwy mniejsza jest mniejsza.

TWIERDZENIE.
Dla dowolnych nazw niepustych n oraz m:

D() c D(m) wtw T(m) < T(n).

Dowdd:
(=)
(D) Zatézmy, ze zachodzi D(n)  D(m) .
2) Zatozmy dodatkowo, ze A(x) € T(m).
3) Vae D(m) (A(a)). [z def. tre$ci nazwy]
4) Va (ae D(m) — A(a)). [z def. kwantyfikatora]
®)) Va(ae D(n) —» ae€ D(m)). [z (1) i def. inkluzji]
(6) Va (ae D(n) — A(a)). [z (5) I (6) oraz sylogizmu]
(7)  VaeD(m) (A(a)). [z (6)]
(<)

(1) Zalézmy, ze zachodzi T(m) < T(n).
(2) Zalézmy, ze a € D(n).
(3) Forma zdaniowa ‘x € D(m)’ nalezy do T(m), bo Vae D(m) (a € D(m)).

4) ‘xe D(m)’" € T(n). [z (3)]

(5) VaeD(n) (a e D(m)). [z (4)]

(6) Va(ae D(n) »>ae D(m)). [zdef. kwantyf.]
(7) ae D(m). [2(2)i1(6)]

5.3 NAZWY NIEOSTRE

Poniewaz, w naszym dotychczasowym ujgciu, denotacja nazwy jest zbiorem, zaklada sig,
ze potrafimy rozstrzygna¢ o dowolnym obiekcie z uniwersum o tym, czy dana nazwa go
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nazywa, czy tez go nie nazywa. Jednak w praktyce jezykowej spotykamy takie nazwy i
takie obiekty, co do ktorych mam uzasadniong watpliwos¢, czy dana nazwa je nazywa, czy
tez ich nie nazywa. Mozemy wtedy powiedzie¢, ze nazwa nazywa pewien obiekt, ale tylko
w pewnym stopniu, ale réwniez w pewnym stopniu go nie nazywa. Takie nazwy nosza
nazwe¢ nazwy nieostre.

PRZKLADY.
Przyktadowe nazwy nieostre: wysoka temperatura, duze miasto, Sredni wzrost, stary
czlowiek.

Teori¢ nazw nieostrych przestawimy z wykorzystaniem pojecia zbioru rozmytego. Na
przeciag tych rozwazan ustalamy, ze wszystkie zbiory w sensie teorii mnogosci sa
podzbiorami pewnego ustalonego uniwersum U.

Zbioér rozmyty := para uporzadkowana zbioréw postaci (X, Y), gdzie X,Y c U oraz
XuY cU.

Scisle rzecz biorac w literaturze zbiory zdefiniowane tak jak powyzej nazywa si¢ zbiorami przyblizonymi.

Pojecie zbioru rozmytego jest w pewnym sensie rozszerzeniem pojgcia zbioru w sensie
teorii mnogos$ci. Idea jest taka, Ze znana z teorii mnogosci relacj¢ nalezenia elementu do
zbioru oznaczana symbolem €, zastgpuje si¢ w przypadku zbioréw rozmytych relacja
stopnia przynaleznosci do zbioru. O niektorych elementach uniwersum wiemy z pewnoscia
(posiadamy wystarczajaca ilo$¢ informacji), ze naleza do zbioru, o innych, ze z pewnos$cia
do niego nie naleza. Istnieja w uniwersum elementy, ktore naleza do zbioru w pewnym
stopniu. Mamy zbyt malo informacji, aby rozstrzygna¢ z catkowita pewnos$cia kwesti¢ ich
przynaleznosci.

PRZYKLAD.

Nazwa mezczyzna wysokiego wzrostu jest nieostra. Mezczyzn majacych 190 cm wzrostu
lub wigcej bez watpliwosci zaliczymy do wysokich. Tych osobnikéw zaliczymy do
ekstensji nazwy. Natomiast m¢zczyzni majacy 170 cm wzrostu lub mniej naleza do
antyekstensji nazwy. Megzczyzni majacy wigkszy wzrost niz 170 cm 1 roOwnocze$nie
mniejszy od 190 cm naleze¢ beda do dziedziny nieokreslonosci tej nazwy.

Dla danego zbiory rozmytego (X, Y), zbior X nazywa si¢ ekstensja, zbior Y
przeciwekstensja (antyekstensja), zas zbior U — (XUY) dziedzina nieokreslonos$ci nazwy n.

Zbiory rozmyte (ang. fuzzy sets) i1 skorelowana z nimi logika rozmyta (ang. fuzzy logic),
maja szerokie zastosowania. Stosuje si¢ je do takich zagadnien, gdzie zawodzi logika
klasyczna w tym sensie, ze niemozliwe jest zebranie wystarczajacej informacji. Przybliza
to zreszta faktyczne dzialanie ludzkiego sposobu przetwarzania informacji, ktére
zazwycza] dokonuje si¢ w sytuacji ograniczonej informacji, np. z powodu zasady
nieoznaczono$ci Heisenberga. Przykladami zastosowan sa:

® nazwy nieostre,

¢ metody wnioskowania w oparciu o niekompletny opis obiektéw,

® inteligentne systemy informatyczne,

e w technice w r6znego rodzaju sterownikach.
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Na zbiorach rozmytych mozna wykonywa¢ nast¢pujace operacje, analogiczne do operacji
na zwyktych zbiorach OR (suma zbiorow rozmytych), AND (iloczyn zbioréw rozmytych),
MIN (réznica zbiorow rozmytych) oraz NOT (dopetnienie zbioru rozmytego), ktore
zdefiniowane sa nastgpujaco:

[suma: OR] (X, Y)OR (Xi, Y1) = (XUXj, YNY)).
[iloczyn: AND] (X, Y) AND (Xj, Y)) := (XX, YUY)).
[r6znica: MIN] (X, Y) MIN (X1, Y)) = (XY, X;UY).
[dopetnienie: NOT] NOT(X, Y) := (Y, X).

6. DEFINICJE
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5. 6. LOGIKA PIERWSZEGO RZEDU.

Rozdziat ten poswigcony jest wyktadowi syntaktycznych i semantycznych aspektéw logiki
pierwszego rzedu. Najpierw zostanie przedstawiony klasyczny rachunek zdan, a po nim
klasyczny rachunek predykatéw (kwantyfikatorow).

Po wykladzie klasycznego rachunku zdah zostana przedstawione, wedlug pewnego
schematu, inne — nieklasyczne — zdaniowe rachunki logiczne. Ow schemat wyglada
nastepujaco:

Motywacja filozoficzna dla danego rachunku.

Jezyk rachunku: alfabet oraz zbidr wyrazen sensownych.

Aparat dedukcyjny w wersji Hilberta: aksjomaty oraz reguty inferencji.
Aparat dedukcyjny w postaci tablic semantycznych.

Niektore wazne twierdzenie metalogiczne o danym rachunku dla wersji
tablic.

PO =O

W tym miejscu zostanie podana definicja tablicy analitycznej (Smullyan) (inaczej: drzewa
rozktadu albo tablicy semantycznej (Beth)).”” Wykorzystamy do tego celu nasza wiedze o
drzewach dwojkowych.

Terminy tablica semantyczna, drzewo rozkltadu czy tablica analityczna sa do$¢ czgsto uzywane w literaturze.
Sam idea koncepcji, takich obiektéw jak tablice analityczne, pochodzi od Betha, Hintikki oraz Lisa.
Poniewaz niniejsze ujecie wzoruje si¢ na ujeciu Smullyana czgsto termin tablica analityczna (w skrécie
tablica) lub drzewo rozkladu bedzie uzywana. Z tego powodu, iz stwierdzono wigksza dydaktyczna
skuteczno$¢ wprowadzajacego wyktadu logiki metoda tablic anizeli aksjomatyczna metoda Hilberta wiele
wspotczesnych podregcznikow logiki uzywa tej metody; na przyktad krakowski podrgcznik Porgbskiej i
Suchonia Elementarny wyklad logiki, a z zagranicznych Priesta An Introduction to Non-Classical Logic.

Na przeciag obecnego fragmentu (poswigconego typom dowodow) pod terminem
twierdzenie bez blizszego okreslenia rozumie¢ si¢ bedzie zdanie jakiej§ nieformalnej
teorii, ktére posiada w niej dowéd™ lub inaczej; dowoéd (jakiego$ twierdzenia) jest
argumentem, nie przedstawiajacym najmniejszych watpliwosci co do swej logicznej
poprawnosci, ze zdanie dowodzone jest prawdziwe na bazie pewnej wiedzy. Prosze
zwrdci¢ uwage na to, ze ‘rodzajem blizszym’ dla dowodu jest ‘argument’ i to spostrzezenie
jest waznym odkryciem dokonanym na gruncie pragmatyki.”

Zazwyczaj wiadomo o jaka teori¢ chodzi. Moze to by¢ na przyklad teoria mnogosci
(nieformalna) lub metateoria rachunku zdan (nieformalna).

Jesli twierdzenie ma posta¢ warunkowa (po angielsku to si¢ nazywa conditional) 7. = 77,
to zdanie Z nazywamy zaloZeniem twierdzenia, za§ 7’ teza twierdzenia. Taka jest
praktyka terminologiczna w obrgbie matematyki (i nauk $cistych tzn. takich gdzie da si¢
dowodzi¢ twierdzen) i bedziemy si¢ jej trzymaé. Czesto w naukach $cistych w takim
przypadku mowi si¢ o zalozeniu Z jako warunku wystarczajacym dla Z’, za$ o tezie Z’
jako o warunku koniecznym dla Z.

UWAGA
Odroézniamy to znaczenie terminu feza i twierdzenie od podobnych okreslen w obrgbie systemu KRZ, czy tez
innego systemu formalnego, gdzie uzywa sig ich czgsto zamiennie.

%7 Terminéw tych uzywa si¢ zamiennie.

*¥ Termin dowdd jest tutaj rozumiany ogélnie. Dla danej teorii formalnej pojecie dowodu da si¢ zdefiniowa¢
catkiem $cisle.

* Nawiazuje tutaj do definicji w sensie arystotelesowskim per genus proximum et differentiam specificam.
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Juz od czasow starozytnoSci dowody przeprowadzane sa wedlug pewnych
charakterystycznych typéw lub metod. Najbardziej spotykane to:

) dowdd przez sprowadzenie do absurdu (niewprost),

(i1) dowdd wprost,

(iii))  dowdd przez konstrukcje,

(iv)  dowdd przez indukcje.

Ad. (1) Metoda tablic wywodzi si¢ od metody niewprost dowodzenia twierdzen
matematycznych, zwanej tez reductio ad absurdum (sprowadzenie do niedorzeczno$ci,
absurdu, sprzeczno$ci) lub inaczej dowodem apagogicznym (od greckiego stowa
apagoge= odprowadzac¢). Metoda ta pochodzi od Platona, ktory zastosowat ja w swoim
dialogu Fedon oraz od Euklidesa.

Metoda niewprost wyglada nastgpujaco: zakladamy, ze zachodzi Z oraz czynimy zatozenie
niewprost czyli zaktadamy zaprzeczenie (negacje) tezy twierdzenia (nieprawda, ze Z’).
Jesli zaprzeczenie tezy doprowadzi do sprzeczno$ci z zalozeniami, albo z innymi
udowodnionymi twierdzeniami (lub aksjomatami), to twierdzenie wyj$ciowe uwaza si¢ za
udowodnione.

Metoda tablic semantycznych zaliczana jest do metod niewprost dowodzenia formul KRZ
z tego powodu, ze aby dowies¢ za jej pomoca formuly A zaktadamy niejako, ze dowiedlna
jest formula —A 1 dla niej budujemy tablicg analityczna. Sprowadzenie tego zalozenia do
sprzecznos$ci, co w przypadku tablic odpowiada zamknigciu tablicy, prowadzi do wniosku,
ze formuta A jest twierdzeniem KRZ.

Ad. (i1) Metode niewprost odrozniamy od metody dowodzenia wprost, ktora wyglada
mniej wigcej nastgpujaco:

Zatdzmy, ze chcemy dowies¢ twierdzenia o postaci okresu warunkowego Z = 7.
Zaktadamy, ze zachodzi Z (ze Z jest prawdziwe) 1 probujemy za pomoca rozumowania
‘wydoby¢’ z niego tezeg, czyli Z’. Oczywiscie owo rozumowanie musi by¢ poprawne
logicznie.

Ad. (iii) Metoda przez konstrukcj¢ dotyczy tzw. twierdzen egzystencjalnych, postulujacych
istnienie pewnych obiektow. Dowod takich twierdzen zazwyczaj polega na tym, ze
istnienia postulowanego obiektu dowodzimy podajac metodg konstrukcji owego obiektu.
Przyktadem takiego dowodu jest dowdd lematu Koniga podany wyze;j.

Ad. (iv) Metoda dowodu przez indukcj¢ zostata oméwiona w rozdziale pierwszym.

Tablice analityczne oznacza¢ bedziemy duza litera T, ewentualnie wraz z indeksem, od
angielskiego stowa tree = drzewo.
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Okreslenie wstepne tablicy analitycznej dla jezykow rachunkéw zdaniowych. W jezyku
dowolnego rachunku zdaniowego dysponujemy regutami, ktoére pozwalaja rozktadac
formuty bardziej zlozone na formuty prostsze.™® Wiasnie owe reguly pozwalaja budowaé
tablicg semantyczna dla danej formuty.

Dla rachunku zdan mamy tylko dwa typy regul: reguly typu o oraz reguty typu B. Typy
regut r6znig si¢ sposobem konstruowania drzewa. Rozkladajac na drzewie T formulg A, za
pomoca reguta typu o, do kazdego punktu koncowego kazdej gatezi przechodzacej przez
formute A, dolaczamy (na jednej galezi) wszystkie formuty uzyskane z rozktadu A; tzn.
kolejno o oraz o,. Graficznie regula typu o wyglada tak:

Natomiast jesli rozktadamy formule A za pomoca reguty typu B, to do punktu koncowego
kazdej gatezi przechodzacej przez punkt A dotaczamy dwie galtezie By oraz [B,. Graficznie
mozna przedstawi¢ to nastgpujaco:

Formute¢ A nazwiemy formula typu o, gdy mozna ja roztozy¢ regula typu o; formute A
nazwiemy formulg typu B, gdy mozna ja roztozy¢ reguta typu f.

% Stad inna nazwa tablic semantycznych — tablice rozkladu.
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| 6.1 KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN.

W tym podrozdziale przedstawiony zostanie system formalny Klasycznego Rachunku
Zdan (KRZ) nad ktérym nadbudowana jest logika pierwszego rzedu. Termin ‘klasyczny’ w
nazwie rachunku odnosi si¢ do sposobu rozumienia spojnikéw logicznych, w
szczeg6lnosci najbardziej podstawowego spojnika, ktorym jest implikacja.

6.1.0. Motywacja filozoficzna dla KRZ.

Przypomnijmy, ze KRZ opiera si¢ na dwoch zasadach. Na zasadzie istnienia dwoch
wartosci logicznych: Istniejq dwie i tylko dwie wartosci logiczne; Prawda (oznaczana za
pomocq 1) oraz Falsz (oznaczany za pomocq 0); oraz zasadzie dwuwartosciowosci, ktora
brzmi: Dla dowolnego zdania Z, Z ma wartos¢ logiczng prawdy lub Z ma wartosé
logiczngq falszu. Inna postac tej zasady brzmi: Kazde zdanie jest prawdziwe lub falszywe i
Zadne nie jest rownoczesnie prawdziwe i falszywe. Trzeba zwroci¢ uwage na to, ze obie
zasady sa od siebie niezalezne. Zasada dwuwarto$ciowo$ci ma wiele wspolnego z tzw.
logiczna koncepcje zdania.

6.1.1. JEZYK KRZ.

Zwracam uwagg na to, ze definicja zbioru formut ulegla zmianie. Usunigty zostal spdjnik rownowaznosci z
alfabetu jezyka. Ma to swoja motywacjg. Chodzi o to, iz spojnik ten ma charakter pochodny we wszystkich
systemach logicznych, ktére bedziemy rozwaza¢. Rozumie¢ go bedziemy tak: (A =B) =df (A > B)A (B
— A). Przy budowie tablic semantycznych spojnik réwnowazno$ci przeszkadza w pewnych bardzo
wygodnych ujeciach.

6.1.2. SYSTEM KRZ W WERSJI HILBERTA.

Obecna prezentacja systemu KRZ rozni si¢ od wersji poprzedniej tym, ze wczesniej
aksjomaty systemu hilbertowskiego byty formutami KRZ i bylo ich skonczenie wiele.
Obecnie zapiszemy aksjomaty, ktorych bedzie nieskonczenie wiele, za pomoca schematow
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aksjomatow. Schemat aksjomatéw KRZ jest to wyrazenie, w ktorym zamiast zmiennych
zdaniowych ze zbioru V wystgpuja metazmienne, ktdre oznaczmy znakami A, B, C, ... .
Owe metazmienne sa symbolami (niesformalizowanego) metaj¢zyka jezyka KRZ, ktoérych
zakresem zmiennosci jest zbidr FORMggrz. Schematy aksjomatow nie sa aksjomatami!
Korzys¢ z takiej prezentacji jest taka, ze cho¢ zwigksza si¢ nam liczba aksjomatdéw 1 to
istotnie (ze skonczonej do nieskonczonej) to pozbywamy si¢ jednej z pierwotnych regut
inferencji — reguty podstawiania.

Schematy aksjomatéw (Hilbert-Lukasiewicz):

Al. ((A-»B)—>(B—->C)—(A—-0Q0))).

A2. ((A—>(A—>B))—>(A—>B)).

A3. (A-> (B —>A)).

A4, ((AAB)—>A).

AS5. ((AAB)—>B).

A6. (A->B) > (A>0C)—>A->BAO)).
A7. (A—(AvB)).

A8. (B—>(AvB)).

A9. (A->B)—>({(C—>B)—>(AvC)—B))).
A10. ((—-B —> —A) —» (A — B)).

Reguty wnioskowania:

A—>B, A

2 ;  Regula Odrywania (Modus Ponens).

6.1.3. SYSTEM KRZ W WERSJI TABLIC SEMANTYCZNYCH.

W jezyku KRZ ktory zostat przyjety za wyjsciowy (bez =) dowolna formuta moze
posiada¢ tylko jedna z nastepujacych postaci: moze by¢ negacja jakiejs formuty,
implikacja lub koniunkcja lub alternatywa zbudowana z dwoch formut.

Zachodzi twierdzenie o jednoznaczno$ci przedstawienia formuly, ktérego dowdd mozna znalezé w
kazdym powazniejszym podreczniku logiki matematyczne;j:

Jesli A jest formuta KRZ (i nie jest zmienng zdaniowa), to da si¢ przedstawi¢ w jednej i tylko jednej z
nastgpujacych postaci; —B, (B—C), (BAC), (BvC); gdzie formuty B, C sa jednoznacznie okreslone.

Reguty rozktadu, ktorymi powinniSmy dysponowaé przy konstruowaniu tablicy
semantyczne] musza pozwoli¢ na roztozenie dowolnej formuty spotkanej na drzewie.
Regut takich jest siedem. Oto one:

—A

-
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AAB
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=
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Liczba regut zwiazana jest z liczba spdjnikéw logicznych jezyka 1 mozliwa postacia
formuly. Formula o dowolnej postaci moze by¢ wzigta jako prawdziwa (co odpowiada
wzigciu formuty niezanegowanej) lub falszywa (co odpowiada formule zanegowanej). I
tak np. jesli na drzewie pojawi si¢ formuta A—B rozumiemy to tak jakby implikacja byta
prawdziwa, za$ sytuacje —(A—B) interpretujemy jako implikacje falszywa. Dla
przekonania Czytelnika, ze rzeczywiscie taka byla intencja przy ustalaniu powyzszych
regut rozktadu zauwazmy, iz implikacja A—B jest fatszywa tylko w jednym przypadku;
mianowicie wtedy, gdy jej poprzednik jest prawdziwy, za$ nast¢pnik fatszywy. Reguta
rozktadu dla formuly —=(A—B) daje formuty A i —B. Za$ dla formuty A—B (ktéra jest
prawdziwa wtw poprzednik jest falszywy lub nastgpnik prawdziwy) dostajemy formuty
—A lub B.

WARUNKI PRAWDZIWOSCI DLA TYPOW FORMUL KRZ := Zachodza
nastgpujace warunki prawdziwosci:

[Wi] Formuta typu o jest prawdziwa wtw «; oraz O, sa prawdziwe.

[W>] Formuta typu [ jest prawdziwa wtw [ jest prawdziwa lub B, jest prawdziwa.

Calq spraweg da sig lepiej wytlumaczy¢ za pomoca tzw. formut sygnowanych. Sygnaturq
formuly jezyka KRZ nazywamy kazdy z dwu symboli T oraz F. Dowolna formuta A (w
ktorej opuszczono nawiasy zewngtrzne) nazywa si¢ sygnowana jeSli jest zapisana
bezposrednio po ktorej$ z sygnatur. Na przyktad niech A bedzie formuta KRZ w ktorej
opuszczono nawiasy zewngtrzne, wtedy zar6wno TA jak i FA sa formutami sygnowanymi.
Dla formul sygnowanych intuicyjna interpretacja regut rozktadu jest znacznie tatwiejsza.
Sygnowanie formuty A sygnatura T, co daje TA, odpowiada zalozZeniu prawdziwosci A,
za$ sygnowanie A sygnatura FA odpowiada zatozeniu falszywosci formuty A.
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UWAGA Nie wolno sygnowa¢ formul sygnowanych!

PRZYKLADY.
1. Formul¢ p mozemy sygnowac Fp lub Tp.
2. Formulg p

Poniewaz w dalszym ciagu bedziemy czgsto postugiwaé si¢ formutami sygnowanymi, a
nawet dowodzi¢ z ich uzyciem twierdzen, prezentujemy reguly rozkladu dla formut
sygnowanych. Trzeb zwroci¢ uwage na to, ze tych regul rozktadu jest osiem podczas gdy
dla formul niesygnowanych byto siedem.

Reguly rozkladu dla formul sygnowanych.

>

1

FA—B

> -
>

L >
H
>

[—]

oo}

>

Niech A bedzie formuta KRZ za$§ v wartosciowaniem boolowskim. Dla formut
sygnowanych zachodza nastepujace warunki prawdziwosci:
e Formutla typu TA jest prawdziwa przy wartosciowaniu boolowskim v wtw
v(A)=1.
e Formutla typu FA jest prawdziwa przy warto$ciowaniu boolowskim v wtw
v(A)=0.

Zamiennie bedzie si¢ stosowacé zwroty: ‘formula prawdziwa przy wartosciowaniu
boolowskim ...” 1 ‘formuta prawdziwa dla warto§ciowania boolowskiego...’.
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Majac dowolng formut¢ A zbudujmy drzewo rozktadu dla —A. Oznaczamy je skrétowo
symbolem T-,, gdzie indeks dolny wskazuje formule dla jakiej budowane jest drzewo.
Czynimy to w sposéb nastgpujacy:

1. Etap pierwszy. Przodkiem drzewa jest formuta —A co
odpowiada zalozeniu niewprost, ze A jest falszywa.
2. do formuly —A stosujemy odpowiednia regutg rozktadu

(o ile jest to mozliwe), a nastepnie gwiazdka zaznaczamy z prawej strony —A
fakt iz formuta zostata roztozona.

3. Etap drugi. Zatézmy, ze drzewo dla —A jest jako$
rozbudowane. Szukamy idac od goéry drzewa formuty, ktoéra nie zostata
jeszcze roztozona, co stwierdzimy po braku gwiazdki z prawej strony tego
punktu drzewa. Niech bedzie to jakas formuta B. Rozkladamy tg¢ formutg
stosujac odpowiednia regute¢ typu o lub B. Formute (formuly) uzyskane z
rozktadu ‘doklejamy’ w odpowiedni sposob zalezny od reguly ktora
uzywamy do kazdego punktu koncowego kazdej gatezi drzewa przechodzace;j
przez B.

4. Te procedur¢ z punktu 3 powtarzamy tak dlugo az
wszystkie formuly zostana roztozone co zostanie potwierdzone gwiazdka.
Formuty, ktérych nie da si¢ roztozy¢ (jak np. zanegowana zmienna zdaniowa)
réwniez zaznaczamy gwiazdka.

5. Kiedy T-a jest w ten sposob ukonczona liczymy punkty
koncowe drzewa. Drzewo ma tyle gatezi ile jest punktow koncowych.

Uporzadkowane drzewo dwojkowe nazwiemy T, nazwiemy bezposrednim rozszerzeniem
drzewa T; wtw T, powstaje z T przez jednokrotne zastosowanie ktorej$ z regut () lub

P

TABLICA ANALITYCZNA DLA FORMULY A (Ta) := Drzewo uporzadkowane i
dwéjkowe T dla ktorego istnieje ciag skonczony (Ty, T, .. , T,=Ta) drzew
uporzadkowanych i dwojkowych taki, ze T, jest drzewem jednoelementowym, ktérego
jedynym elementem jest A, zas Ti; jest bezposrednim rozszerzeniem T; dla kazdego i<n.

Galaz drzewa nazywamy zamknietg gdy znajduja si¢ na niej rownoczesnie; jakas formuta
B i jej negacja —B.

Gataz drzewa nazwiemy otwarta gdy nie jest zamknigta.
Drzewo nazwiemy zamknietym gdy wszystkie jego gale¢zie sa zamknigte.

Oto pojecie dowodu dla formut KRZ sformutowane z uzyciem tablic semantycznych:

DOWOD FORMULY := Dowodem formuly A nazywamy zamknigte drzewo
zbudowane dla —A, czyli T—a. Zbidr wszystkich formut jezyka KRZ posiadajacych dowod
za pomoca drzew rozktadu (tablic analitycznych) oznaczmy symbolem Dowra. Jesli
postugujemy si¢ formutami sygnowanymi to dowodem formuty A nazywamy zamknigta
tablice analityczna dla FA, czyli Tga.

Formuty nalezace do zbioru Dowra nazywac¢ bedziemy dowiedlnymi.
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Galaz G tablicy analitycznej nazwiemy zupelng gdy:
e Jesli znajduje si¢ na niej formuta typu o, to sa na niej rowniez formuly a; oraz o.
e Jesli znajduje si¢ na niej formuta typu P, to przynajmniej jedna z formut By, B>
réwniez si¢ na niej znajduje.

Tablicg analityczng (drzewo rozkitadu) T nazywamy zupelng gdy kazda galaz jest
zamknigta albo zupetna.

6.1.4. NIEKTORE WAZNIEJSZE TWIERDZENIA METALOGICZNE
O KRZ.

TWIERDZENIE O NIESPRZECZNOSCL.
Niech A bedzie formuta KRZ.
Ae DOWTA = Ae TAUTKRZ

Dowdd:
Zatozmy, ze A€ Dowra tzn. istnieje zamknigte drzewo rozktadu dla —A.

1. Definicja pomocnicza: drzewo nazwiemy spelnialnym, gdy chociaz jedna z jego
gatezi jest spelmialna. Galaz G drzewa nazwiemy spelnialna, gdy istnieje
warto$ciowanie boolowskie dla ktoérego wszystkie formuty galezi G przyjma
rownoczesnie warto$¢ logiczna prawdy. Innymi slowy gataz G nazwiemy
spetnialna, gdy zbior formut lezacych na G jest spetnialny.

2. FAKT. Jesli drzewo uporzadkowane i1 dwodjkowe T; jest spelnialne 1 jego
bezposrednim rozszerzeniem jest drzewo dwdjkowe 1 uporzadkowane Tij, to Tiy
jest rowniez spetnialne, dla kazdego wartosciowania, dla ktérego T; jest spetnialne.
DOWOD FAKTU. T; posiada otwarta galaz G na mocy tego, ze jest spelnialne. Ti,
powstaje z T; przez jednokrotne zastosowanie reguty o lub B. Jesli bedzie to reguta
o, to odpowiednio ‘doklejamy’ do stosownej gatezi formuty o i 0. W przypadku
gdy owa stosowna gataz G jest rozna od gatezi G, to dowodzony fakt oczywiscie
zachodzi, bo spelnialng galezia jest G. Jesli za$ galaz G1=(G, o, o) tzn. gataz G,
jest rozszerzeniem gal¢zi G, to G; jest spelnialna, bo ze spelnialnosci o dla
wartosciowania v wynika, ze o, oraz 0, sa prawdziwe dla tego samego
wartosciowania v. Jesli by za$ gataz G byla rozszerzona z uzyciem reguly typu 3
tzn. obie galezie postaci (G, B;) oraz (G, ;) naleza do drzewa Ti,, to przynajmniej
jedna z nich jest spetnialna.

3. Jesli drzewo dla —A jest zamknigte, to nie moze by¢ spetnialne i na mocy faktu z
punktu 2. dowodu, przodek (drzewo T;) nie moze by¢ spekialny, dla zadnego
wartosciowania boolowskiego. Dla kazdego wartosciowania boolowskiego v,
v(—A) =0. Stad v(A) = 1.

Zmierza¢ bedziemy obecnie do odpowiedzi na pytanie odwrotne do zagadnienia
niesprzeczno$ci. Czy z tego, ze dana formuta jest tautologia wynika logicznie, ze ma ona
dowdd? Jest to pytanie o petnos¢ systemu formalnego. W jezyku angielskim, ktory
dominuje w literaturze §wiatowej z zakresu logiki, niesprzeczno$¢ systemu w sensie wyzej
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dowiedzionego twierdzenia o niesprzeczno$ci nazywa si¢ soundness (co ttumacze jako
trafnosc). Pelnos$¢ systemu w sensie dowiedlnosci wszystkiego co prawdziwe nazywa si¢
completeness.

ZBIOR HINTIKKI := zbiér X formut jezyka KRZ nazywa si¢ zbiorem Hintikki (lub
inaczej: zbior nasycony w dot), gdy spetnia warunki:

(HO) Zadna zmienna zdaniowa wraz ze swoja negacja nie naleza rownoczesnie do X.

(H1) aeX = a,eX oraz ope X.

(H2) BeX = BieX lub feX.

ZBIOR HINTIKKI DLA FORMUL SYGNOWANYCH := zbiér formut sygnowanych
X nazywa si¢ zbiorem Hintikki, gdy spetnia warunki:

(HO)’ dla zadnej zmiennej zdaniowej p, Tp 1 Fp nie naleza rownoczesnie do zbioru X.

(H1) aeX = o;eX oraz oreX.

(H2) BeX = BieXlub freX.

LEMAT HINTIKKI.
Kazdy zbiér Hintikki X € FORMgkgrz (skonczony lub nieskonczony) jest spetnialny.

Dowdd:
Zatdézmy, ze X jest zbiorem Hintikki.
1. Zbudujemy warto$ciowanie boolowskie v ktore speinia rownocze$nie wszystkie
formuty zbioru X.
2. Dla zdefiniowania warto$ciowania boolowskiego wystarczy zada¢ wartosci jakie
przyjmuje na zmiennych zdaniowych. Dla dowolnej zmiennej zdaniowej p
zachodzi jeden z nast¢pujacych przypadkow:

e peX = v(p) =1,
e —peX = v(p)=0.
e peX,pgX = v(p =1

3. Wykazemy za pomoca indukeji porzadkowej (por. str. 12) biegnacej po stopniu n
ztozenia formuty, ze dla dowolnej formuty Ae X, v(A) = 1. Dla n=0, czyli dla formut
A o dhugosci 0, ktorymi sa zmienne zdaniowe, lemat zachodzi na mocy definicji
wartosciowania. Zalézmy, ze twierdzenie zachodzi dla wszystkich formut krétszych od
n>0. Chcemy wykazaé, ze twierdzenie zachodzi dla dowolnej formuly A o dtugosci n.
Dla n=1 formuta moze mie¢ posta¢ zanegowanej zmiennej, ale wtedy jest prawdziwa
na mocy definicji wartosciowania. Oprocz tego przypadku dowolna formuta A o
dhugosci n, jest formulta typu o lub typu B. Musimy sprawdzi¢ oba przypadki. Niech A
ma posta¢ o. Wtedy o oraz o, naleza do zbioru X (na mocy (H1)), sa krétsze niz A i
sa prawdziwe dla warto§ciowania v, na mocy zatozenia indukcyjnego. Z ich
prawdziwosci wnosimy o prawdziwo$ci formuty A na podstawie warunkéw
prawdziwosci [W1]. Jesli za$ formuta A jest typu P, to przynajmniej jedna z formut 3,
lub B, nalezy do zbioru X (na mocy (H2)), i, jako krotsza od formuty wyjsciowej, jest
prawdziwa. Stad formuta A jest prawdziwa na podstawie warunkéw prawdziwosci
[Wal.

Tutaj jednak pojawia si¢ problem z formula o postaci implikacji nie zanegowanej np. B—C. Jest to
formuta typu B i z niej uzyskujemy formuty —B lub C. Nie zawsze jest tak, iz —B bedzie krotsza od catej
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formuly. Na przyktad formuta B-—p jest rownej dlugosci z formuta —B. Trzeba ten krytyczny
przypadek rozpatrzy¢ osobno. Zatézmy, ze B ma posta¢ zmiennej np. q oraz formula —q nalezy do
zbioru X. Wtedy v(—q)=1 i v(q)=0, a stad mamy v(q—p)=1. Jesli zachodzi B=—D, to —=B=——D.
Formuta ——D nalezy do X, D nalezy do X , v(D)=1 i oczywiscie v(—mD—p)=1. Jesli za$ formuta B jest
inng formula typu o lub B, to —B roztozy sig¢ na formuly krotsze od niej i twierdzenie zachodzi na mocy
zatozenia indukcyjnego.

Wykazalismy przez konstrukcje istnienie takiego wartosciowania boolowskiego, ktore
na wszystkich formutach zbioru Hintikki X przyjmuje warto$¢ logiczna prawdy czego

wlasnie nalezalo dowies¢.

Lemat ten dla X bedacego zbiorem formut sygnowanych ma prostszy dowod. Definiujemy
warto$ciowanie v nastgpujaco: v(p)=1, gdy Tpe X; v(p)=0 gdy Fpe X; v(p)=1 gdy Tpe X i Fpe X.
Wykazemy, ze dla kazdej formuly Ae X; sygnowana formuta A jest prawdziwa przy warto§ciowaniu
boolowskim v. Dowdd jest indukcyjny po dlugosci formuty A, ale bez sygnatury. Dla n=0 mamy do
czynienia ze zmiennymi sygnowanymi i s3 one prawdziwe przy v na mocy definicji warto§ciowania v.
Zatdozmy, ze twierdzenie zachodzi dla formut krotszych od pewnego n>0. Wykazemy, ze zachodzi ono
dla formut o dlugosci n. Kazda taka formuta jest albo formutg typu o lub B. Jesli jest formuta typu o, to
krotsze od niej formuty o i o, naleza do X (na mocy (H1)). Z zalozenia indukcyjnego o, 0, sa
prawdziwe co z warunkow prawdziwosci [W,] dla formut sygnowanych daje prawdziwos¢ formuly . 1
podobnie zachodzi dla formuty B. Jedna z formut B, ,B, (prawdziwych dla v i krétszych od B) nalezy do
X (na mocy (H2)). Na mocy zatozenia indukcyjnego i warunkow prawdziwosci dla formut sygnowanych
[W,] B rowniez jest prawdziwa dla warto$ciowania v. Dla warto$ciowania boolowskiego wszystkie
formuty zbioru X sg prawdziwe czyli zbior X jest spetnialny. I tego wtasnie nalezato dowiesc.

TWIERDZENIE O SPEENIALNOSCL.

Kazda zupetna i otwarta galaz G tablicy analitycznej jest speinialna.

Dowdd:
Zbiér formut lezacych na zupetnej i otwartej gatezi G jest tworzy zbior Hintikki. Na mocy
lematu Hintikki jest on spetnialny.

Wpierw udowodnimy lemat potrzebny do udowodnienia twierdzenia o petnosci:

LEMAT O PELNOSCI. [wersja sygnowana]

Jesli A jest tautologia KRZ, to kazda zupetna tablica analityczna Tgs zamknie sig.

Dowod (lematu o petnosci):

Zal. Ae TAUTKRz.

Zat. zal6zmy dla dowodu niewprost, ze jaka$ zupelna Tra nie zamknie sig.

1. Z definicji tablicy analitycznej zatem istnieje na niej otwarta gataz G.

2. Z tego ze Tra ma by¢ zupetna i otwarta wynika, ze gataz G jest zbiorem Hintikki.

3. G jest spetnialna dla pewnego wartoSciowania boolowskiego v na mocy twierdzenia o
spetnialnosci.

4.

Dla tego warto$ciowania v przodek drzewa FA ma by¢ prawdziwy, co znaczy ze

Vv(A)=0. Sprzecznos¢ z zatozeniem o tautologicznosci A.

TWIERDZENIE O PEENOSCI. [wersja sygnowana dla tablic analitycznych]
Ae TAUTKRZ = Ae DOWTA.
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Dowdd (twierdzenia o petnosci):

Zal. Ae TAUTKRz.

1. Z lematu o pelnosci mamy, ze kazda zupelna Tra zamknie sig. Wezmy taka zupelnag i
zamknigta tablice analityczng Tra. Tra jest dowodem dla formuty A, zatem A€ Dowra.

Twierdzenie o pelnosci dla KRZ wraz z twierdzeniem o niesprzeczno$ci dla KRZ dowodza tego, ze
formalizacja witasnos$ci dla spéjnikéw zdaniowych jest adekwatna. Analogiczny wynik metalogiczny jest
najwazniejszym problem w przypadku dowolnego systemu formalnego dla ktérego podano charakteryzacje
semantyczna.

Niech X bedzie skonczonym lub przeliczalnie nieskonczonym zbiorem formut
sygnowanych KRZ. Dla zbioru X zachodzi:

TWIERDZENIE O ZWARTOSCI DLA KRZ.
Jesli kazdy skonczony podzbior zbioru X jest spetnialny, to zbiodr X jest spetnialny.

Dowdd:
Twierdzenie potrzebuje dowodu tylko dla przypadku kiedy X jest nieskonczony.

1. Wszystkie elementy zbioru X ustawia si¢ na nieskonczona liste Ay, Ay, ..., Ay, ... .

2. Indukcyjny opis budowy tablicy analitycznej (drzewa) T dla zbioru X w
nastgpujacy sposob: (1) Krok bazowy; wez jako przodka formut¢ A; i dobuduj dla
niej drzewo zupetne T;. Drzewo tak zbudowane dla A; nie moze si¢ zamkna¢ i
musi mie¢ przynajmniej jedna gataz otwarta, gdyz w przeciwnym przypadku A;
byloby niespelnialne. Do punktu koncowego kazdej otwartej gatezi dopisz A, i
rozszerz T rozktadajac A, do drzewa zupelnego T,. Tak rozszerzone drzewo
znowu musi mie¢ galaz otwarta. (2) Krok indukcyjny; zalézmy, ze mamy gotowe
drzewo na dla n formut z naszej listy obecnych na drzewie T, . Drzewo tu musi
mie¢ chociaz jedna gataz otwarta w przeciwnym razie zbior skonczony {Aj, ...,
An} bylby niespetialny. Do punktu koncowego kazdej otwartej gal¢zi doltaczmy
formute A,y z listy. I rozbudowujemy drzewo T, do drzewa zupelnego Th.;.

3. Procedura ta nie moze si¢ skonczy¢, gdyz w przeciwnym razie pewien skonczony
podzbiodr zbioru X bylby niespetialny co jest sprzeczne z zalozeniem twierdzenia.
Niekonczacy sig¢ proces pozwala budowa¢ drzewo T na ktorym znajda sig
wszystkie formuly nieskonczonego zbioru X.

4. Drzewo T jest nieskonczone (z 3.), skonczenie generowalne (z definicji regut
rozktadu) zatem na mocy lematu Koniga posiada nieskonczona gataz G.

5. Na gatezi G drzewa T znajduja si¢ wszystkie formuly zbioru X (co widaé ze
sposobu konstrukcji T).

6. Galaz G jest otwarta, gdyz w przeciwnym razie jaki§ skonczony podzbiér X bytby
niespetnialny.

7. Galaz G jest zbiorem Hintikki. Wynika to otwartosci G oraz tego iz budujac T
dbalismy o zupetnos$¢ drzewa na kazdym etapie konstrukc;ji.

8. G jest spetnialna co wynika z lematu Hintikki.

Twierdzenie o zwartoSci ma ciekawy aspekt filozoficzny. Pozwala ono bowiem ze znajomosci pewnej
wlasnosci zbioru formut KRZ o charakterze lokalnym (skonczonym) wnioskowac¢ o wiasnosci globalnej
(nieskonczonej).
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Jest znany jeszcze inny dowdd twierdzenia o zwartoSci wykorzystujacy lemat
Lindenbauma.”. Jest to wazne dlatego, ze lemat Lindenbauma wykorzystuje si¢ w
dowodzie Henkina twierdzenia o petnosci dla logiki pierwszego rzedu. Dlatego
zaprezentowany zostanie wspomniany lemat.

Zbidr formut niesygnowanych (!) X nazywamy niesprzecznym, gdy dowolny skonczony
jego podzbidr jest spetnialny.

Zbior formut niesygnowanych X nazywamy sprzecznym, gdy nie jest niesprzeczny tzn.
gdy istnieje skonczony podzbioér zbioru X, ktory jest niespetnialny.

Zbiér formut niesygnowanych (!) X nazywamy maksymalnie niesprzecznym gdy nie
istnieje niesprzeczny zbior formutl (niesygnowanych) Y taki, ze XCY i X#Y.

Zbior formut niesygnowanych X nazywamy prawdziwos$ciwym wtw spelnia nastgpujace
warunki:

(S0) Z dwoch formut A, —A doktadnie jedna nalezy do X.

(S1) Formuta typu o nalezy do X wtw «; oraz o naleza do X.

(S2) Formuta typu B nalezy do X wtw [; nalezy do X lub 3, nalezy do X.

FAKTY. a) Zbior prawdziwosciowy X formut KRZ jest zbiorem formut KRZ, ktére dla
pewnego warto$ciowania boolowskiego v przyjmuja wartos$¢ logiczna prawdy.
b) Zbiér prawdziwosciowy formul KRZ jest zbiorem maksymalnie niesprzecznym.

LEMAT O ZBIORACH MAKSYMALNYCH. [dla formut niesygnowanych]
Kazdy zbiér maksymalnie niesprzeczny jest zbiorem prawdziwosciowym.

Dowdd:
Niech X bedzie maksymalnie niesprzecznym zbiorem. Chcemy o nim udowodnié, ze musi
by¢ zbiorem prawdziwosciowym Wystarczy wykaza¢, ze X ma wlasnosci (S0)-(S2).

1. Z dwoéch dowolnych formut A, —A obie nie moga rdwnoczesnie naleze¢ do X bo
bytby sprzeczny. Ten i ponizszy argument (z 2.) dotycza w szczegdlnosci zmienne;j
1jej negacji, gdyz zachodza dla dowolnej formuly jezyka KRZ.

2. Z dwoch formul A, —A co najmniej jedna nalezy do X, gdyz zbiér XU{A} lub
zbiér XU{—A} jest niesprzeczny. Gdyby bowiem oba te zbiory byty sprzeczne to
istniatyby skonczone podzbiory X; i X, zbioru X takie, ze X;U{A} bylby
niespetnialny oraz X,U{—A} bylby niespetnialny. Biorac X;=X;UX, mieliby§my
skofczony podzbidr zbioru X taki, ze zbiory X3U{A} oraz X3u{—A} bylyby
niespetnialne. Z tego za$ wynika, ze X3 bylby niespetnialny. Gdyby bowiem X;
bylby spehialny, to istnialoby warto$ciowanie boolowskie v takie, ze dla niego
wszystkie formuty zbioru X; przyjmowatyby rownoczesnie wartos¢ logiczna. Dla
warto$ciowania v zachodzi dodatkowo: v(A)=1 albo v(A)=0. Wtedy dotaczenie do
zbioru X3 formuty A albo —A dawatoby zbioér spetnialny przez warto$ciowanie v.

3! Lindenbaum byt wybitnym polskim logikiem zamordowanym podczas drugiej wojny $wiatowe;.
32 Wszystkie ponizsze okreslenia definicyjne i twierdzenia ktore sformutowano dla formut niesygnowanych
mozna sformutowa¢ dla formut sygnowanych.
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Zatem X3 musi by¢ niespetnialne, a stad X bylby niespeinialne, bo X3 jest
skofczonym podzbiorem zbioru X. Sprzecznos¢.

3. Dla wykazania implikacji = z (S1) zat6zmy, ze o nalezy do X i niewprost, ze
ktoras z o, lub o, nie nalezy do X. Przyjmijmy, Ze jest to o, (dla o, dowdd jest
analogiczny). Jesli oy;¢ X, to —oue X (z 1.1 2.). Ale z [W,] wiadomo, ze {o, =0 }
jest niespetnialny. Zatem o€ X. Podobnie wykazuje si¢ prawdziwos¢ implikacji <
z (S1). Zatozmy, ze o€ X oraz niewprost 1z og X; wtedy —oe X (z 1.1 2.), ale z
[W] zbidr {o, —0ou} jest niespetnialny. Sprzeczno$é, zatem oe X.

4. Wykazemy réwnowaznos$¢ (S2). Najpierw czg¢$¢ =. Niech Be X oraz niewprost
zaréwno B¢ X jak i B2 X. Na mocy 1. oraz 2. bytoby rownocze$nie —f31€ X oraz
—B2e X co jest niemozliwe ze wzgledu na [W,]. Wobec tego w odwrotna strong
<: zaldozmy, ze B1e X lub Bre X oraz niewprost, ze P& X. Stad na mocy 1. i 2.
—BeX. Z [W,] wiadomo, ze jakiego$ warto$ciowania boolowskiego; P; jest
prawdziwe lub B, jest prawdziwe wtw [ jest prawdziwe. Zatem zalozenia
doprowadzity do sprzecznos$ci co pozwala z wnosi¢, ze feX. 1 to konczy caly
dowdd lematu.

Mozemy przej$¢ do lematu Lindenbauma.

LEMAT LINDENBAUMA. [dla formul niesygnowanych]
Kazdy niesprzeczny zbior moze =zosta¢ rozszerzony do zbioru maksymalnie
niesprzecznego.

Dowdd:
Niech X bedzie niesprzecznym zbiorem formut KRZ.
Rozszerzymy go poprzez specjalna konstrukcj¢ do zbioru X, ktéry bedzie jego
maksymalnie niesprzecznym nadzbiorem.
1. Wszystkie formuly poprawnie zbudowane jezyka KRZ uldézmy na listg
nieskonczona: Aj, Az, As, ..., Ay, ...

2. Indukcyjnie zdefiniujemy nieskonczony ciag zbiorow X, Xi, Xo, ... , Xy, ...} W
nastgpujacy sposob:
Xo=X.
XnU{An}, gdy X,U{Ap+1} jest niesprzeczny;
Xn+1 = {
Xn, gdy X,U{Aps1} jest sprzeczny.

3. Wezmy teraz sume nieskonczona Y X, wszystkich zbioréw X,. Na mocy
n=0

definicji: Ae Y X, wtw AeX,, dla pewnego neN.

n=0
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3. Niech X, = Y X,. Wykazemy, ze X, jest niesprzecznym i maksymalnym
n=0

nadzbiorem X. Zal6zmy niewprost, ze X, jest sprzeczny i zawiera skonczony
podzbior niespetialny, ktory oznaczymy symbolem S. Zatem istnieje takie n, ze
ScX, co wynika z faktu, iz wszystkie elementy S po skonczonej liczbie krokéw
zostang dotaczone do naszej konstrukcji. Jesli S jest niespetnialny i skonczony, to
jest sprzeczny. Sprzeczny bytby wtedy rowniez zbidr X, co jest niezgodne z jego
definicja. Wnioskujemy na tej podstawie, ze X, jest niesprzeczny.

4. Dla wykazania maksymalnosci X, zwrdé¢my uwage na to, ze konstruujac X,
zapytywalismy si¢ o kazda formule sensowna KRZ dolaczajac ja do
konstruowanego zbioru (jesli nie niszczy niesprzecznosci zbioru) lub ja odrzucajac
(w przypadku gdy owa niesprzeczno$¢ niszczy). Jesli zatozymy, ze X, nie jest
maksymalny, to istniataby formuta np. A ktéra mozna dotaczy¢ do X, nie niszczac
jego niesprzecznosci. Formuta A musiala by¢ podczas konstrukcji zbioru X,
rozpatrywana w odpowiednim kroku (gdyz musiataby si¢ ona znajdowac na liscie
wszystkich formut) i albo zostata dotaczona do konstruowanego zbioru (i w nim juz
jest) albo odrzucona poniewaz niszczy niesprzecznosc.

Podamy obecnie zarys dowodu twierdzenia o zwartosci dla KRZ z uzyciem lematu
Lindenbauma.

Zarys dowodu twierdzenia o zwarto$ci dla KRZ:

Niech X bedzie nieskonczonym zbiorem, ktérego kazdy skonczony podzbidr jest
spelialny. Zatem X jest niesprzeczny. Chcemy wykazaé, ze X jest spelnialny. Na mocy
lematu Lindenbauma mozna X rozszerzy¢ do maksymalnie niesprzecznego zbioru X,. Z
lematu o zbiorach maksymalnych wiemy, ze X, jest zbiorem prawdziwos$ciowym, za$
zbior prawdziwosciowy jest spetnialny.

6.2 KLASYCZNY RACHUNEK PREDYKATOW

6.2.0. Motywacja filozoficzna

KRZ a w ogo6lnosci rachunki zdamowe okreslajq sposob funkcjonowania spojnikow
zdaniowych takich jak np. jezeli ..., to...; ... . Mub ...; mozliwe, ze ..., o kategoriach
syntaktycznych z/zz lub z/z. W taklm przypadku pojecie  zdania z{ozonego jest
zrelatywizowane do pewnej klasy spdjnikow zdaniowych, a zatem istocie do jezyka.
Pozostajac przy logice klasycznej i standardowej liscie spdjnikow tej logiki pewne zdania
pozostang niezlozone. Taki zdaniem jest na przyktad: Kazdy kon jest ssakiem. Schematem
tego zdania wzgledem spojnikow KRZ bedzie przyktadowo zmienna zdaniowa p. Jak
wiemy juz z wyktadu o sylogistyce arystotelesowskiej to zdanie jako zdanie kategoryczne
og6lno-twierdzace podpada pod schemat: n a m. Sylogistyka nie pozwala jednak na
catkiem swobodne operowanie tego typu zdaniami, gdyz literze ‘a’ w schemacie tego
zdania odpowiada dos$¢ ztozony obiekt jezykowy mianowicie kazdy ... jest ... . Gldwnie
dzigki pracom G. Boole’a 1 G. Fregego wiemy dzisiaj jak analizowa¢ logicznie tego typu
zdania. Analizy te umozliwiaja uzasadnienie poprawno$ci nastgpujacego wnioskowania,
ktore z punktu widzenia rachunku zdan jest niepoprawne:

66



Kazdy kon jest ssakiem. Zatem gltowa konia jest glowq ssaka.

Klasyczny rachunek predykatow (KRP), ktéry zostanie przedstawiony nazwg swa bierze
od terminu predykat. Poniewaz nie istnieje definicja predykatu w ogdlnosci, podobnie
zreszta jak bylo to w przypadku nazw, zadaniem ponizszych uwag jest naprowadzenie
intuicji na wilasciwe tory. Biorac pod uwage rozréznienie na syntaktyke, semantyke i
pragmatyke mozemy mowi¢ odpowiednio o jezyku, Swiecie i podmiocie. Jesli zatozymy, ze
relacje ‘zamieszkuja’ $wiat, to tym co odpowiada relacjom (w szczegdlnosci wiasnosciom
czyli relacjom jednoargumentowym) po stronie jezyka sa wtasnie predykaty.

6.2.1. Jezyk KRP.

| ALFABET JEZYKA KRP :=

1) Nieskonczony przeliczalny zbidr zmiennych indywiduowych: o postaci x;, xo, ...,

Xp, .- - Zb10r ten oznaczamy symbolem V 1 okreslamy V = {x,: ne N, }.
2) Nieskonczony przeliczalny zbioér parametréw: oznaczany symbolem C = {ay:
ne N, };

3) Spéjniki zdaniowe: -, —, A, Vv;

4) Nieskonczony przeliczalny zbior liter predykatowych (lub krétko predykatow)
oznaczany symbolem Pr: Pr = {P," : n,meN,}. Gérny indeks n wskazuje tzw.
argumentowo$¢ predykatu, za§ dolny indeks kolejny numer na licie n-
argumentowych predykatow;

5) Symbole kwantyfikatora: V¥V (symbol kwantyfikatora ogdlnego), 3 (symbol
kwantyfikatora szczegdélowego lub egzystencjalnego);

6) Nawiasy: ), (.

UMOWA. Dla wygody bgdziemy uzywac na zmienne indywiduowe symboli X, y, z; na
parametry symboli a, b, c. Na predykaty uzywa¢ bedziemy liter P, Q, R, bez zaznaczenia
liczby argumentdéw predykatu. Nie bgdzie to prowadzilo do zadnych problemow, gdyz
zawsze z kontekstu bedzie wiadomo ilu argumentowy jest dany predykat.

Jezyk rachunku predykatéw moze by¢ bardziej lub mniej obszerny. W naszym przypadku, ze wzgledu na to,
ze chcemy zachowaé¢ jedno$¢ metodyczna podrecznika i wyklad KRP oprze¢ na metodzie tablic
semantycznych, przyjmujemy okrojony jezyk. W pelnym jezyku KRP wystgpuja dodatkowo symbole
funkcyjne, ktorych jest przeliczalnie nieskonczenie wiele. Oprocz tego predykat identyczno$ci oznaczany
symbolem = traktuje si¢ jako symbol logiczny i staly. Mowi si¢ wtedy o rachunku predykatow z
identycznosciq. KRP nazywany jest rowniez Klasycznym Rachunkiem Kwantyfikatoréw. Nazwa ta pochodzi
stad, ze w tym wtasnie rachunku w sposob formalny uchwycono reguty postugiwania si¢ najwazniejszymi
wyrazeni kwantyfikujacymi jak: kazdy oraz pewien. Jeszcze inna nazwa to Logika Pierwszego Rzedu, ktora
nawigzuje do typu indywiduéw o ktéorych mozna mowi¢ na gruncie tego rachunku. Mianowicie mozna
mowi¢ o indywiduach (dowolnych), ale nie mozna réwnoczesnie mowic juz o zbiorach tych indywiduow. Do
tego potrzebna jest logika drugiego rzedu pozwalajaca mowi¢ rownocze$nie o jakich$ przedmiotach
(indywiduach) i zbiorach tych przedmiotéw.

Definicja wyrazenia sensownego KRP jest bardziej ztozona niz w KRZ 1 jest dwuetapowa.
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FORMULA ATOMOWA KRP := Dla dowolnego neN,; niech P bedzie n-
argumentowym predykatem (PePr), za§ kazda z d;, dp, .. , d, bedzie zmienna
indywiduowa lub parametrem (d, ... , d,€ VUC), to Pd,d,...d, jest formula atomowa KRP.

Zbiér formut atomowych oznaczamy symbolem At, za$ zbior wszystkich formut KRP
oznaczamy symbolem FORMgkgp.

DEFINICJA ZBIORU FORMUL KRP (FORMkgp) :=1) At c FORMkgrp;2) A, B €
FORMKRP = (A%B), (A/\B), (AVB), —A € FORMKRP S 3) Xe V, Ae FORMKRP =
VXA , 3xA € FORMggp.

Jak mozna zauwazy¢ punkt drugi definicji zbioru formut KRP przypomina punkt drugi
definicji zbioru formut KRZ. Réznica lezy w innym zakresie zmienno$ci metazmiennych
A, B.

Formulg czysta nazywac¢ bedziemy formut¢ KRP bez parametrow.

Jak juz zostato zaznaczone w wypadku KRP mamy do czynienia z wnikaniem w strukturg logiczna zdania
prostego. Narzedzie logiczne, ktérym jest KRP, jest znacznie subtelniejsze niz KRZ.

Obecnie zmierzamy do zdefiniowania kluczowego pojecia jezyka KRP, mianowicie do
zdefiniowania pojecia zdania.

Zdefiniujemy operacje podstawiania parametrow za zmienne indywiduowe. Formule [A]",
rozumie¢ bgdziemy jako wynik podstawienia za zmienng X parametru a. Scisla definicja
ma posta¢ indukcyjna, a indukcja biegnie po stopniu ztozenia formuty A.

Najpierw indukcyjnie zdefiniujemy stopien zlozenia formuly A oznaczany symbolem
d(A) zwany czasem dlugoscig formuly A.

1) Ae At = d(A)=0.

2) d(AvB) =d(AAB) =d(A—B)=d(A)+d(B) + 1.

3) d(—A)=d(VxA) =d@xA)=d(A) + 1.

UWAGA.

W przypadku KRP rowniez bgdziemy postugiwaé si¢ tzw. formutami sygnowanymi.
Sygnaturg nazywamy kazdy z dwoch znakéow T, F. Formulg sygnowana nazywamy
kazda formul¢ jezyka KRP przed ktéra bezposrednio postawiono jedna z sygnatur np.
TVxA, F—3xA, FPx, TQxy.

UWAGA.

Jesli bedziemy postugiwac si¢ formulami niesygnowanymi to indukcja biegnie od formut o
dhlugosci 0, ktorymi sa formuly atomowe. W przypadku indukcji po dlugosci formut
sygnowanych formutami sygnowanymi o dtugosci 0 sa formuty atomowe sygnowane litera
T oraz formuly atomowe sygnowane litera F. Ten drugi rodzaj formul odpowiada
negacjom formul atomowych niesygnowanych. Np. formule Px odpowiada TPx; formule
—Px odpowiada po stronie formut sygnowanych FPx. Nalezy o tym pamigtaé, gdyz odegra
to role w dowodzie lematu Hintikki.
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DEFINICJA PODSTAWIANIA := dla dowolnych A€ FORMkgp, x€ V, acC:
1) AeAt = [A]", jest wynikiem zastapienia w formule A wszystkich wystapien
zmiennej X parametrem a.
2) [A—Bl%=[Al—[B]%
[AABT"y = [ATaA[B]
[AVBT"y = [AT"aV[B]
[=AT .= —[AT%.
3) [VxA],= VxA.
[3xA]", = IXA.
[VXAY .= VX[A],, gdy x #Yy.
[3xA) .= 3Ix[A),, gdy x#y.

Przypominam, ze odrézniamy pomig¢dzy zmienna a wystapieniem zmiennej. Na
przyktad w formule (Pxx — Qx) mamy trzy wystapienia jednej zmiennej indywiduowej x.
Wystapienia zmiennej liczymy o poczatku formuly, czyli od lewej strony dzigki czemu
mozemy mowi¢ o pierwszym, drugim 1 trzecim wystapieniu zmiennej X.

Symbole Vx oraz 3x; gdzie x jest dowolna zmienng indywiduowa nazywac bedziemy
kwantyfikatorami w odréznieniu od symboli kwantyfikatora V, 3. Wida¢ z tej konwencji,
ze kwantyfikatoréw jest przeliczalnie nieskonczenie wiele tyle ile jest zmiennych
indywiduowych, za$ symbole kwantyfikatora sa tylko dwa. O zmiennej x w
kwantyfikatorze Vx lub Ix bedziemy méwi¢ jako o zwigzanej przez kwantyfikator lub
roOwnowaznie, ze kwantyfikator wiaze zmienna x.

Zasiegiem kwantyfikatora nazywamy najmniejsza formulg lezaca bezposrednio po
kwantyfikatorze. I tak np. zasiggiem kwantyfikatora Vx w formule VxA jest formula A.
Analogicznie w formule 3xA zasiggiem kwantyfikatora 3x jest formuta A.

Dane wystapienie zmiennej indywiduowej w formule KRP nazwiemy zwigzanym gdy
wystgpuje w zasiggu kwantyfikatora wiazacego ta wiasnie zmienna. Dane wystapienie
zmiennej indywiduowej nazwiemy wolnym gdy nie jest zwiazane. Dana zmienna moze
mie¢ réwnoczes$nie w jednej formule wystapienia wolne i1 zwiazane.

ZDANIE KRP := zdaniem nazywamy formul¢ KRP, ktéra nie posiada wolnych
wystapien zadnej zmiennej indywiduowej. Lub inaczej: formuta A jest zdaniem wtw dla
dowolnego xe V oraz ac C; [A]", = A.

Niech A€ FORMkgrp. Domknigciem A nazywamy zdanie, ktére powstaje z A przez
dopisanie do poczatku formuty A kwantyfikatorow ogolnych wiazacych wszystkie wolne
wystapienia zmiennych w formule A.

6.2.2. APARAT DEDUKCYJNY DLA KRP.

Niech A(x) bedzie formula (niekoniecznie atomowa) z jedna zmienna wolna; a€ C; xe V;
A, Be FORMKRz.
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Aksjomaty:

1) Pierwsza grupe aksjomatéw tworza domknigcia wszystkich tautologii KRZ z ta
jednak réznica, ze na miejscu zmiennych zdaniowych wystgpuja wyrazenia
sensowne jezyka KRP.

2) VxA®X) — A(a).

A(a) = IxAX).

Reguty inferencji:

A—>B, A
3) % (Reguta Odrywania)
_BoAl@) o ile parametr a nie wystepuje ani w B ani w A(x).
B — VxA(x)
Al-B parametr a nie wystepuje ani w B ani w A(x).
dxA(x) —» B

Ten system aksjomatyczny pochodzi od Smullyana i odpowiada przyjetej wersji jezyka KRP.

6.2.3. REGULY ROZKELADU DLA FORMUL KRP.

Dla formut KRP nie wystarczaja dotychczasowe reguty rozktadu znane z KRZ typu o i .
W jezyku KRP pojawiaja si¢ jeszcze inne formuly ztozone o postaci VxA, —3xA; VXA,
JxA. Dwie pierwsze nazywac bedziemy formulami typu v, za$ pozostate dwie formutami
typu 8. Potrzebowaé bedziemy jeszcze dwoch dodatkowych regul rozktadu dla tych
formut.

Reguty typu v: Notacja jednolita:

VA

gdzie parametr a jest dowolny

Reguly typu 6: Notacja jednolita:

= S

gdzie parametr a jest nowy lub a) nie zostal wprowadzony za pomoca reguty typu 9; i
b) nie wystepuje w formule & do ktorej stosuje sie regute; i ¢) zaden parametr
formuty 4 nie zostal wprowadzony za pomoca reguty typu 9.

UWAGA.
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Zastrzezenie odno$nie wprowadzania parametru w regule typu & ma w tej postaci bardzo
skomplikowany charakter. Mozna je radykalnie uprosci¢ do zastrzezenia: o ile parametr a
jest nowy. To prostsze zastrzezenie (mniej liberalne) jest rOwnowazne pierwszemu. Nie
podaje si¢ dowodu tego faktu gdyz wykracza to poza ramy niniejszego podrgcznika.
Powiemy jedynie, ze chodzi o ten gtownie przypadek kiedy newralgiczny parametr zostat
juz w trakcie budowy drzewa wprowadzony za pomoca reguly typu 7y. Wtedy
zliberalizowana posta zastrzezenia zezwala na uzycie reguly typu O, wersja zaostrzona
natomiast nie zezwala na to. W niektérych przypadkach, jak np. przy budowie drzewa
rozktadu, uzywanie reguly typu O z zastrzezeniem w zliberalizowanej wersji jest
zdecydowanie bardziej korzystne. Jesli za§ chodzi o dowody niektorych faktéw czy
twierdzen, to korzystniej jest uzywaé wersji krotszej zastrzezenia i wymagac jedynie by
parametr byl nowy (np. w dowodzie twierdzenie o niesprzecznosci dla KRP czy tez w
dowodzie warunkoéw spetnialnosci [S4]). Tak tez bedziemy obie formy zastrzezenia
stosowa¢ wedle uznania.

Reguty zapisane z uzyciem formut sygnowanych wygladaja nastepujaco:

Reguty typu v: Notacja jednolita:
™

gdzie parametr a jest dowolny

Reguty typu o: Notacja jednolita:

[ 3 ]
gdzie parametr a jest nowy, lub nie zostal wprowadzony za pomoca reguty typu d i

nie wystepuje w formule d do ktorej stosuje sig regule i zaden parametr formuty J nie
zostal wprowadzony za pomoca reguly typu o

UWAGA.

Odpowiedniej zmianie musi ulec definicja tablicy analitycznej. W przypadku KRZ mozna
bylo budowac¢ tablice jedynie z uzyciem regut typu o oraz . Obecnie tablicg analityczna
mozna rozbudowywac za pomoca regut o i B oraz regut yi 8. Podczas gdy w rachunku
zdan budowa tablicy analitycznej musiata si¢ skonczy¢ po skonczonej liczbie krokéw, to w
przypadku formul KRP sytuacja jest inna. Tablica analityczna dla pewnej formuty moze
by¢ nieskonczona, cho¢ bgdzie skonczenie generowalna.

OPIS BUDOWY (KONSTRUKCJI) TABLICY ANALITYCZNEJ T DLA FORMUL
KRP (LUB SYGNOWANYCH FORMUL KRP).

Uwaga wstepna: Jesli jakas formuta zostanie roztozona (uzyta) podczas budowy drzewa T,
to zaznaczamy ten fakt stawiajac z prawej strony roztozonej formuty znak *.
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1) Etap pierwszy. Jako przodka T umiesci¢ formuteg, ktérej spetnialnos¢ badamy.
Moze to by¢ w szczegdlnosci formuta —A (lub FA gdy postugujemy si¢ formutami
sygnowanymi), gdzie A jest formula ktorej tautologiczno$¢ chcemy stwierdzié.

2) Zalézmy, ze ukonczyliSmy budoweg etapu n-tego drzewa T. Jesli drzewo jest
zamknigte lub wszystkie nicatomowe formuly na wszystkich gal¢ziach otwartych
zostaly roztozone to konczymy budowg T. Jesli jest inaczej to budujemy etap n+1-
szy. Szukamy na drzewie T formuty A potozonej najblizej przodka drzewa, ktéra
nie zostala jeszcze roztozona (bez znaku * z prawej strony). Jes$li na jednym
poziomie jest wigcej niz jedna nieroztozona formuta to bierzemy pierwsza z lewe;.
Rozktadamy A (i znaczymy z prawej jej strony znak *) do punktu koncowego
kazdej otwartej gatezi G (przechodzacej przez formul¢ A) za pomoca jednej z
nastepujacych regut:

a) Jesli A jest typu q, to rozszerzamy G do (G, o, 0l).

b) Jesli A jest typu B, to rozszerzamy G do dwoch gatezi (G, B) i (G, Bo).

c) Jesli A jest typu O i parametr a nie wystgpowatl dotychczas na T, to
rozszerzamy G do (G, d(a)).

d) Jesli A jest typu v, to bierzemy parametr a ktory nie pojawil si¢ dotychczas
na drzewie w formule y(a) i rozszerzamy G do (G, y(a), Y). Tutaj wymodg
odnos$nie parametru a nie jest ograniczeniem, polega na dotaczajac unikaniu
zbednych powtérzen.*

3) Kontynuujemy procedurg¢ w dalszym ciagu. Moze ona si¢ nie konczy¢.

Niech Ae FORMkgp. Tablica analityczna zbudowana wedlug powyzszego opisu dla
formuly —A, tzn. T_n nazywal si¢ bedzie systematyczng tablica analityczng Iub
systematycznym drzewem rozkladu.

Scisle rzecz biorac systematyczna tablica analityczna nie jest tablica analityczna, gdyz przy budowie tablicy
analitycznej nie ma reguly pozwalajacej na powtarzanie formuty typu Y. Latwo mozna jednak przeksztalci¢
systematyczng tablice analityczng w zwykla tablice analityczng usuwajac wszystkie niedozwolone
powtorzenia formut typu .

DOWOD FORMULY KRP METODA TABLIC ANALITYCZNYCH :=

Dowodem formuty A jezyka KRP za pomoca metody tablic analitycznych dla KRP
nazywamy zamknigte i1 systematyczne drzewo rozkladu dla —A (tzn. T-o o ile jest
zamknigte).

Zbior wszystkich formut jezyka KRP majacych dowodd za pomoca tablic analitycznych dla
KRP oznacza¢ bedziemy symbolem Dowra krp.

Jesli postugujemy si¢ formulami sygnowanymi to dowodem formuty A nazywamy
zamknigte systematyczne drzewo rozktadu dla FA (tzn. Tga o ile jest zamknigte).

Formuty KRP majace dowod za pomoca metody tablic nazywamy dowiedlnymi.

33 . . . , P . . . . , ,
Prawdg powiedziawszy chodzi o to rowniez, zeby drzewo nie stalo si¢ nieskonczone z powodoéw
trywialnych.
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6.2.4. SEMANTYKA DLA KRP.

Semantyka jak wiadomo ustala zalezno$ci pomig¢dzy jezykiem a $wiatem. Podstawowym
pojeciem semantycznym jest pojecie prawdy. Pojecie prawdy logicznej (doktadniej dla
jezykéw nauk dedukcyjnych) zostalo po raz pierwszy poprawnie zdefiniowane i
opublikowane w 1933 roku przez Alfreda Tarskiego w stynnej pracy Pojecie prawdy w
Jjezykach nauk dedukcyjnych.

Wprowadzimy pomocnicze pojgcie U-formuly. Niech begdzie ustalone uniwersum U
bedace zbiorem niepustym. U-formuta nazywaé bedziemy obiekt, ktory konstruuje sig tak
jak zwykla formut¢ KRP z jednym wyjatkiem: w U-formutach nie wystgpuja parametry
lecz na ich miejscu wystepuja elementy uniwersum U. Symbolem FORMy oznaczmy zbiér
wszystkich U-zdan.

WARTOSCIOWANIE 1. RZEDU := jest to funkcja v: FORMy — {1, 0} spetniajaca
warunki;

1) v jest wartosciowaniem boolowskim okreslonym na FORMy.
2) v(VxA)=1 wtw dlakazdego ke U, v([A]) =1.
3) v(AxA)=1 wtw dla pewnego ke U, v([A]%) =1.

Aby uczyni¢ definicj¢ wartosciowania 1. rzedu catkiem operacyjna nalezy okresli¢ kiedy
atomowe U-zdania (czyli atomowe U-formuly bez zmiennych wolnych) sa prawdziwe. Do
tego potrzebne jest pojgcie interpretacji.

INTERPRETACJA 1 W UNIWERSUM U := interpretacja I w uniwersum U zbioru
wszystkich czystych formul KRP jest funkcja przyporzadkowujaca kazdemu n-
argumentowemu predykatowi P n-argumentowa relacje P* okreslona w uniwersum U (tzn.
P*cU"Y).

Atomowe U-zdanie Pk;...k, nazywac si¢ bedzie prawdziwym przy interpretacji I w
uniwersum U wtw uporzadkowana n-tka <kj, ..., k,>€ P* (oczywiscie I(P)=P*).

Sprawa prawdziwosci dowolnej formuly KRP przedstawia si¢ teraz tak, ze jesli jest dana
interpretacja I przy ustalonym uniwersum U, to mozna wyznaczy¢ wartosci logiczne
atomowych U-zdan, co z kolei prowadzi do wyznaczenia tylko jednego wartosciowania 1.
rzedu i w konsekwencji do wyznaczenia warto$ci badanej formuly. Jesli za$ dane sa
wartosci logiczne atomowych U-zdan, to mozna wyznaczy¢ interpretacje¢ I i rowniez
wyznaczy¢ warto$¢ logiczng badanej formuty.

WARUNKI PRAWDZIWOSCI DLA FORMUL ZEOZONYCH KRP := dla pewnej
interpretacji I 1 uniwersum U:

[Wi] Formuta typu o jest prawdziwa wtw o i O, sa prawdziwe.

[W,] Formuta typu B jest prawdziwa wtw [ jest prawdziwa lub [, jest prawdziwa.
[W3] Formuta typu v jest prawdziwa wtw formuta y(k) jest prawdziwa dla kazdego ke U.
[W4] Formuta typu O jest prawdziwa wtw formuta d(k) jest prawdziwa dla pewnego
ke U.

73




Niech A bedzie formuta czysta. Formuta czysta nazywa si¢ tautologia 1. rzedu wtw A jest
prawdziwa dla dowolnej interpretacji w dowolnym uniwersum .

Formuta czysta (bez parametréw i elementéw uniwersum) nazywa si¢ tautologia 1. rzedu
wtw dla dowolnego uniwersum U, dla kazdego wartosciowania 1. rzedu formuta przyjmuje
wartos$¢ logiczna prawdy.

Symbolem TAUT ggrp 0znaczaé¢ bgdziemy zbidr wszystkich tautologii 1. rzedu.

Réwnowaznos¢ powyzszych dwoch okreslen tautologii 1. rzedu uzasadniaja rozwazania na temat
odpowiedniosci pomigdzy interpretacjami a warto§ciowaniami 1. rzedu. W jezyku polskim termin fautologia
1. rzedu nie jest powszechny. Uzywa si¢ rowniez okreslenia tautologia rachunku predykatow, zdanie
logicznie prawdziwe 1 inne. Terminy te odpowiadaja angielskiemu terminowi valid formula. Nalezy
zauwazy¢, ze istnieja formuty KRP ktore sg tautologiami 1. rzgdu z tego powodu tylko iz sa podstawieniami
tautologii KRZ i domknigte za pomoca kwantyfikator6w ogoélnych (tak jak to zostalo opisane wczesniej).
Wsrod tautologii KRP sa jednak takie ktore nie sa podstawieniami jakiej$ tautologii KRZ jak np.
Vx(Px—Qx)—(VxPx—VxQx).

Formuta czysta (bez parametréw i elementéw uniwersum) KRP nazywa si¢ spelnialna 1.
rzedu gdy jest prawdziwa dla pewnej interpretacji (pewnego wartosciowania 1. rzedu) w
pewnym uniwersum.

Zbior X formut czystych KRP nazywa si¢ spelnialny 1. rzedu gdy wszystkie formuty
nalezace do X sa rownocze$nie prawdziwe dla pewnej interpretacji (w pewnym
uniwersum). W skrocie bedzie si¢ uzywa¢ zwrotu ‘spetnialny’ w odniesieniu do formut

czy tez zbioréw formut jako skrot dla ‘spetnialny 1. rzedu’.**

WARUNKI SPELNIALNOSCI ZBIORU FORMUL KRP (z parametrami) := X jest
zbiorem formul z parametrami, ale bez obiektow z uniwersum;

[Si] Jesli X jest spetnialny (1. rzedu) i o€ X, to zbiér Xu{oy, 0} jest spetnialny.

[Sa] Jesli X jest spetnialny i fe X, to co najmniej jeden ze zbioréw XU{B;}, XU{P,} jest
spehialny.

[S;] Jesli X jest spelialny 1 ye X, to dla kazdego parametru a zbior Xu{y(a)} jest
spetialny.

[S4] Jesli X jest spetnialny i de X i jesli parametr a nie wystepuje w zadnej z formut
zbioru X, to XU{d(a)} jest rowniez spetnialny.

Warunki te, tak samo jak poprzednio wymienione warunki prawdziwos$ci wymagaja dowodu. Zostawiamy
sobie te dowody na ‘lepsze czasy’ (tzn. w dalszych redakcjach skryptu zostanie to uzupelione) lub dla
wyjatkowo zdolnych studentow. Nalezy jednak wspomnie¢, ze wlasciwie obecnie nie ma mozliwosci
dowodu tych wiasnosci z tego powodu, ze nie zostato explicite zdefiniowane pojgcie prawdziwosci dla
formut z parametrami. Niech zostang zatem na razie przyjete bez dowodu.

6.2.5. NIEKTORE METALOGICZNE WELASNOSCI KRP.

* Ta ostatnia umowa odnosié si¢ bedzie tylko do tej czesci skryptu, gdzie omawia si¢ logike 1. rzedu.
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TWIERDZENIE O NIESPRZECZNOSCL
Niech A bedzie zdaniem™ KRP:
Ae DOWTA_KRP = Ae TAUTKRP

Dowdd:
Zal. Ae DOWTA_KRP .

1) Z zalozenia systematyczne drzewo T-a zostanie zamknigte.

2) Z wtasnosci [S1]-[S4] widaé (przez kontrapozycje), ze jesli T zostanie zamknigte,
to przodek drzewa jest niespetnialny; czyli nie istnieje warto§ciowanie 1. rz¢du dla
ktérego v(—A)=1. Gdyby istnialo takie wartoSciowanie v, to v(A)=0, a wtedy
formuta A nie bylaby tautologia 1. rzedu.

Definicja zbioru Hintikki dla formul sygnowanych i niesygnowanych.

ZBIOR HINTIKKI DLA FORMUL KRP (dla U-formut) := zbiér U-formut X nazywa
si¢ zbiorem Hintikki gdy dla dowolnych formut typu o, B, v, 8 e FORMy (zamknigte U-
formuly czyli U-zdania) zachodza warunki:

[Hy] Zadna formuta atomowa z FORMy i jej negacja (lub formuta A jezyka KRP
sygnowana rownoczesnie sygnatura T oraz F) nie naleza do X.

[Hi] aeX = oy, oxeX.

[Hz] BGX = BleX Iub BzE X.

[H;] y¢X = dladowolnego keU, y(k)eX.

[Hy] 0eX = dlaco najmniej jednego ke U, d(k)e X.

LEMAT HINTIKKI DLA LOGIKI PIERWSZEGO RZEDU (formuly sygnowane) :=
Dla dowolnego zbioru XcFORMy i dowolnego uniwersum U, zbior formut X bedacy
zbiorem Hintikki jest spetnialny w U.

Dowdd:

1) Nalezy znalez¢ warto$ciowanie v, ze dla dowolnego AeX; formula A jest
prawdziwa dla wartosciowania v.

2) Niech Pd;d,...d, begdzie atomowym U-zdaniem, wtedy v(Pdd,...d,)=1, gdy
TPd,d;...d, €X; v(Pd,d;...d,)=0, gdy FPd,d,...d, € X; oraz v(Pdd,...d,)=1, gdy
TPd,d,...dy, FPdd>...d, & X.

3) Zalézmy dla dowodu indukcyjnego, ze lemat zachodzi dla wszystkich formut
krotszych od pewnego ustalonego n. Jesli formuta o dlugosci n ma posta¢ o oraz 3,
to dowdd jest podobny do dowodu lematu Hintikki dla KRZ.

4) Zostanie teraz dowiedzione, ze lemat zachodzi jesli formuta o dlugos$ci n jest typu y
lub &. Niech ye X; wtedy (k) dla dowolnego k jest krétsza od 7y i dla niej zachodzi
lemat na mocy zatozenia indukcyjnego. Istnieje zatem takie warto$ciowanie 1.
rzedu (i uniwersum U) v dla ktérego 7y jest prawdziwa. Z [W3] wynika, iz y musi
by¢ prawdziwa dla v. Jesli formuta ma posta¢ 3, to d(k) jest krétsza od 9, jest
prawdziwa dla pewnego wartosciowania 1. rz¢du i nalezy do zbioru Hintikki X. Na
mocy warunku [W,] formuta d jest prawdziwa.

% Prosze zwréci¢ uwage na to, ze mamy do czynienia ze zdaniami. W przypadku KRZ nie odrdzniali$my
pomigdzy zdaniem a formuta.
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Systematyczna tablica analityczna nazywa¢ bgdziemy ukonczong gdy jest nieskonczonej
dtugosci lub skonczonej ale wszystkie formuty (ktére byly do rozlozenia) zostaty
roztozone.

LEMAT O UKONCZONYCH TABLICACH ANALITYCZNYCH. (formuly
sygnowane)

Jesli G jest otwarta gatezia ukonczonej, systematycznej tablicy analitycznej, to G jest
zbiorem Hintikki.

Dowad:

Zal. G jest otwarta gal¢zia ukonczonej, systematycznej tablicy analityczne;.

Chcemy wykazaé, ze G spetnia warunki [Hy]-[H4]. [Ho] jest spetnione, bo G jest otwarta.
Pozostate warunki sa spetnione na mocy systematyczno$ci tablicy analityczne;j.

LEMAT O SPELNIALNOSCI. (formuty sygnowane)
Niech T bedzie ukonczona, systematyczna tablica analityczna; wtedy dowolna otwarta
gataz G drzewa T jest spetnialna.

Dowdd:
Z lematu Hintikki i1 lematu o ukonczonych tablicach analitycznych.

TWIERDZENIE O PELNOSCI DLA KRP. (formuty sygnowane)
Ae TAUTKRP = AeDowra.krp

Dowdd:

Zal. Ae TAUTKRP.

Niech Tga bgdzie ukonczona, systematyczng tablica analityczna dla A. Jesliby tablica Tga
nie byla zamknigta, to miataby otwarta gataz G. Galaz G bylaby zbiorem Hintikki na mocy
lematu o ukonczonych tablicach analitycznych 1 na mocy lematu Hintikki bylaby
spetnialna. Wtedy FA byltoby prawdziwe dla pewnego warto§ciowania 1. rzedu v, co daje
Vv(A)=0. Sprzecznos¢ z zalozeniem.
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