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Kilka uwag o filozofii matematyki Hermanna Weyla

»30 far, only in mathematics and physics has
symbolical-theoretical construction gained that
solidity which makes it compelling for everyone
whose mind is open to these sciences. Their
philosophical interest is primarly on this fact”.

H. Weyl, Philosophy of Mathematics and
Natural Science.

0. Wprowadzenie

Herman Weyl (1885-1955) nalezy do klasykéw tego rodzaju literac-
kiego, ktéry nazwalbym wylawianiem filozoficznych tematéow w naukach.
Taka pozycje zapewnily mu glebokie komentarze filozoficzne bogato roz-
siane w jego pracach z zakresu matematyki i fizyki i, przede wszystkim, nie-
wielkich rozmiaréw ksiazka zatytulowana Philosophy of Mathematics and
Natural Science. Poczatki ksiazki siegaja roku 1926, kiedy to Weyl napi-
sal obszerny artykul do Handbuch der Philosophie, redagowanego przez
R. Oldenbourga. Po ponad dwudziestu latach artykul zostal nieco rozsze-
rzony, miejscami zmodyfikowany, przetlumaczony na jezyk angielski i wy-
dany w postaci ksiazki (przez Princeton University Press, 1949). Weyl uzu-
pelnit ksiazke sze$cioma esejami, w postaci appendiksow, uwzgledniajacymi
nowe osiagniecia nauk.

Mam przed soba wydanie z roku 1963 (przez Atheneum, New York).
Nie zamierzam pisa¢ ani recenzji ksiazki Weyla, ani tym bardziej mono-
graficznego artykulu na jej temat. Po prostu czytam uwaznie, z oléwkiem
w reku. Zakreslam i wynotowuje miejsca, ktére mnie z jakich$ wzgledow

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sa wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.
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zainteresowaly. Bez specjalnego planu, na zasadzie mniej lub bardziej chwi-
lowego rezonansu mojej mysli z mysla autora. Wynikiem rezonansu moga
by¢ strzepy jakiejs melodii, lub moze raczej kawaltki materii, z ktorych moze
kiedys da sie stworzy¢ melodie. Niektére z tych kawatkéw postaram sie za-
notowaé ponizej.

Tego rodzaju taktyka jest usprawiedliwiona takze i tym, ze ksiazka mimo
wszystko jest stara. Znaczne jej partie sa poSwiecone wykladowi pojeé i teo-
rii, ktére juz dzi$ stanowia material podrecznikowy (chociaz niekiedy pocho-
dzacy od samego Weyla, jak na przyktad pojecie rozmaitoéci rézniczkowal-
nej). Nawet w uzupelnieniach, dodanych do wydania ksiazkowego, niekiedy
daje sie odczué, ze zostaly napisane z punktu widzenia mijajacego para-
dygmatu (tak na przyklad Weyl ciagle jeszcze nie moze w pelni docenié
twierdzen Godla, Appendix A). MysSle jednak, ze filozoficzne komentarze
Weyla i jego penetrujace do glebi, cho¢ czesto rzucane mimochodem, uwagi
nie zestarzeja si¢ jeszcze bardzo dlugo. Ze wszech miar warto poswieci¢ im
nieco mys$lowego wysitku.

Ksiazka Weyla sklada si¢ z trzech czedci: pierwsza jest poswiecona filo-
zofii matematyki, druga filozofii nauk przyrodniczych, trzecia metodologii.
W niniejszym szkicu ogranicze sie jedynie do refleksji nad wybranymi frag-
mentami pierwszej czesci.

1. Niewyczerpalno$¢ — wyzwanie rzucone racjonalnosci

Najpierw kilka stéw na temat ogdlnego stanowiska Weyla w filozofii ma-
tematyki, przynajmniej tak jak sie ono ujawnia w Philosophy of Mathe-
matics and Natural Science. A nie jest to stanowisko jednoznaczne. Weyl
jest przede wszystkim zafascynowany matematyczna ars combinatoria —
ulubione wyrazenie Leibniza, a za nim Weyla, majace oddawaé te prze-
dziwna wlasno$¢ matematycznych wnioskowan, dzigki ktorej wnioskowania
daje si¢ zamieni¢ w ,gre symbolami”. Dla Weyla najczeéciej podziwianym
,bohaterem filozofii” jest Leibniz, my§liciel, ,ktory posiadal wnikliwe oko
dla tego, co jest istotne w matematyce” i dla ktérego ,matematyka stano-
wila organiczna i znaczaca sktadowa jego filozoficznego systemu” (s. 2)!. Nic
dziwnego, te Leibnizowska mathesis universalis jest dla Weyla przedmiotem
tesknoty.

1Strony w nawiasach zawsze odnosza sie do ksiazki Weyla Philosophy of Mathematics
and Natural Science.
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W filozofii matematyki pierwszych dziesiatkéw lat naszego stulecia ist-
nialy dwie drogi, po ktérych mozna bylo dazyé¢ do idealu Leibniza. Intu-
icjonizm Brouwera i symbolizm Hilberta. Weyla czesto posadza sie o to,
ze w filozofii matematyki byl intuicjonista. Wydaje sie, iz tym, co najbar-
dziej pociggalo Weyla w programie Brouwera, byla nadzieja, ze wszystko
w matematyce da sie osiagnaé przy, pomocy skonczonych konstrukcji. Weyla
zawsze pasjonowal problem stosunku matematyki do fizycznej rzeczywisto-
$ci, a zalozenie, ze fizyczny $wiat jest czym$ w rodzaju maszyny o $cisle
okreslonej konstrukeji, byto jeszcze wciaz bardzo zywym dziedzictwem dzie-
wietnastego wieku. Jednakze, mimo wszystko, mechanicyzm w fizyce zala-
mal sie na oczach Weyla, a on sam byt zbyt dobrym matematykiem, by nie
widzie¢, jak male szanse mechaniczne konstrukcje maja w dziedzinie czystej
matematyki. Pod koniec paragrafu, omawiajacego intuicjonizm, Weyl na-
pisat: ,Matematyka, dzicki Brouwerowi, osiaga swoja najwyzsza intuicyjna
jasnoé¢. Udalo mu sie rozwinaé poczatki analizy w naturalny sposéb, caly
czas zachowujac znacznie $cidlejszy kontakt z intuicja niz sie to komukolwiek
przedtem udato. Nie mozna jednak zaprzeczy¢, ze przechodzac do wyzszych
i coraz bardziej ogdlnych teorii, niemoznosé zastosowania prostych praw lo-
giki klasycznej staje sie przeszkoda nie do zniesienia. Matematyk przyglada
sie, pelen cierpienia, jak wieksza cze$¢ jego wynioslej budowli, o ktérej sa-
dzil, ze jest zbudowana z betonowych blokow, rozwiewa sie na jego oczach
w nieuchwytng mgietke” (s. 54).

A zatem formalizm (czy symbolizm) Hilberta? Owszem i to podejscie jest
bliskie filozoficznym tesknotom Weyla. Gdyby Leibniz mogt zajaé¢ stanowi-
sko w tym sporze, to najprawdopodobniej opowiedzialby si¢ za Hilbertem
a przeciw Brouwerowi. W Hilbertowskim programie osiaga sie absolutna
powszechno$é matematycznej gry (a jest, to gra — zauwaza Weyl znacznie
bardziej bawiaca niz szachy, por. s. 61) i tylko cena, jaka trzeba zapla-
ci¢, jest calkowita pustka, bezznaczenie symboli, ktérymi sie zongluje. Ale
i tu Weyl ma powazne obiekcje, réwniez rodzace sie w kontekscie refleksji
nad stosunkiem $wiata matematyki do $wiata fizyki. Pisze on: ,[...] trzeba
zwroci¢ uwage na zasadniczo historyczny charakter tej sfery umystu, ktérej
integralna — cho¢ nie autonomiczna — czescig jest moje wlasne istnienie.
Jest ona $wiatlem i cieniem, czym$ przygodnym i koniecznoscia, przymu-
sem i wolnoscia i nie mozna oczekiwaé, ze da sie z niej kiedy$ wyprowadzi¢
symboliczna konstrukcje $wiata w ostatecznej postaci” (s. 62).

Jednakze $miertelny cios programowi Hilberta zostal wymierzony nie
przez rozwazania filozoficzne, lecz przez konkretne osiggniecia w dziedzinie
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podstaw matematyki. Weyl nie waha si¢ nazwac stynnych twierdzen Godla
z 1931 r. katastrofa (s. 61). Gdyz byla to istotnie katastrofa dla wszelkich
nadziei na zredukowanie matematyki do intuicyjnie przejrzystych konstruk-
cji lub do czysto mechanicznego manewrowania pustymi symbolami. Od
czaséw pracy Godla — pisze Weyl — zapanowal nastrdj rezygnacji. I dalej:
,Ostateczne podstawy i ostateczny sens matematyki pozostaja otwartym
zagadnieniem; nie wiemy, w jakim kierunku trzeba szuka¢ rozwiazania, ani
nawet czy rozstrzygajacej i obiektywnej odpowiedzi mozna w ogdle ocze-
kiwaé. 'Matematykowanie’ réwnie dobrze moze byé twoércza dziatalnoscia
czlowieka, jak muzyka, dzialalnoscia ktorej produkty nie tylko tworza de-
cyzje historii, ale sa réwniez przez te decyzje substancjalnie warunkowane
i dlatego tez wymykaja sie zupelnej i obiektywnej racjonalizacji” (Appen-
dix A, s. 219).

Weyl widzi dalsze konsekwencje powrotu Godla. Z jednej bowiem strony
yidea transcendentalnego Swiata, istniejacego i zupelnego w sobie, jest prze-
wodnig zasada w budowaniu naszego formalizmu”, z drugiej za$ strony, ,for-
malizm ten na kazdym ustalonym etapie jego wznoszenia, ma charakter
niezupelnosci, w tym sensie, ze zawsze sa problemy prostej arytmetycznej
natury, ktére mozna postawi¢ wewnatrz formalizmu i rozstrzygnaé przez
wglad w nie, ale ktorych nie da sie rozstrzygna¢ przez dedukcje wewnatrz
formalizmu” (tamze, s. 219-220). I znowu, nie o sama czysta matematyke
tu idzie. ,,Nie jestedmy zaskoczeni — pisze dalej Weyl — ze konkretna bryla
przyrody, wzieta w swoim odrebnym, zjawiskowym istnieniu, rzuca wyzna-
nie naszej analizie swoja niewyczerpalnoscia i niezupelnoscia; bo wtlasnie
w imie swojej zupelnosci — jak widzieliSmy — fizyka rzutuje to, co jest
dane na tlo wszystkich mozliwosci. Ale jest rzecza zaskakujaca, ze kon-
strukcja stworzona przez sam umysl, cigg liczb calkowitych, najbardziej
przezroczysta ze wszystkich rzeczy, dla konstruujacego umystu, przyjmuje
podobny aspekt niejasnoéci i braku, gdy sie na nie spoglada z tego ak-
sjomatycznego punktu widzenia” (s. 22). Rzecz ciekawa: dla Weyla liczby
naturalne sa, w pewnym sensie, bardziej realne (cho¢ skonstruowane przez
umyst) niz przyroda. Niewyczerpalno$é przyrody nie budzi niepokoju; przy-
roda ma wprawdzie konkretne, indywidualne istnienie, ale chcac ja zrozu-
mieé¢, musimy ja rzutowaé¢ na nieskonczone pole mozliwosci. Ale odnalezé
niewyczerpalno$é w czyms$ tak ,prostym” jak ciag liczb naturalnych |[...] to
wydaje sie Weylowi wyzwaniem rzuconym racjonalnosci.

W éwietle tych uwag nieco dziwi uwaga Weyla, ze nie ma wiele do doda-
nia do tego, co napisal na ten temat w 1926 r., ze co najwyzej niektore swoje
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sformulowania wywazalby nieco ostrozniej (Appendix, s. 219). Czy Weyl
liczy na cofniecie sie historii? Na jakis nieprzewidziany zwrot w interpreta-
cji twierdzen Godla? Weyl dostrzega paralele miedzy twierdzeniami Godla
a paradoksami greckich matematykow z Elei. Paradoksy z czasem przezwy-
ciezono przy pomocy analizy matematycznej, potem odzyly one w podsta-
wach matematyki i znowu Russell poradzil sobie z nimi przy pomocy swojej
teorii typéw a Zermelo przy pomocy swojej aksjomatyki teorii mnogosci.
»,Paradoksy Godla” sa o tyle grozniejsze, ze kwestionuja skutecznosé samej
metody, ktéra miala raz na zawsze ,tworczodé¢” zastapi¢ ,,mechanicznym
rachunkiem”. Czy jest to juz ostateczny werdykt? Pytan tych Weyl wprost
nie stawia, ale mozna je wyczu¢ miedzy wierszami. Nie sa to pytania czysto
akademickie, sa to ,egzystencjalne pytania nauki”.

2. Magia liczb

,Liczby catkowite zostaly stworzone przez Boga, wszystko inne jest dzie-
tem cztowieka”. Weyl cytuje to, czesto powtarzane powiedzenie Kroneckera,
gdyz wprowadza ono w samo sedno zagadnienia. ,W dziedzinie liczb na-
turalnych — pisze Weyl — problem poznania ukazuje sie¢ nam w swojej
najprostszej postaci” (s. 33). To, co w innych dzielach nauki jest skompliko-
wane i uwiktane w zwiazki z innymi obszarami wiedzy, tu wystepuje w calej
swojej pierwotnej prostocie. Ale i w calej powadze zagadnienia. Chociazby
sygnalizowany juz w poprzednim paragrafie Godlowski problem zupelno$ci
arytmetyki.

Zacznijmy od ciekawej uwagi Weyla. Kazda liczba posiada swoja niepo-
wtarzalna indywidualnosé. Tylko czworka, i zadna inna liczba, jest suma
dwéch dwdjek. ,Tajemnica zwiazana z liczbami, ta magia liczb, wywodzi
sie, by¢ moze, wlaénie z tego faktu, ze intelekt tworzy, w postaci ciggu
liczb, nieskonczong rozmaito$¢ dobrze odréznialnych indywiduéw. Nawet
my, oSwieceni naukowcy, wyczuwamy to jeszcze ciagle, np. w niezbadanym
prawie rozkladu (w ciagu wszystkich liczb) liczb pierwszych” (s. 7).

Warto te zastanawiajaca wlasnos$¢ liczb skontrastowaé z wlasnosciami
punktéow w przestrzeni. Punkty w przestrzeni nie posiadaja indywidualnodci.
,Kazda wlasnos¢ wyprowadzona z podstawowych relacji geometrycznych,
bez odwotywania sie do konkretnych punktéow linii lub ptaszczyzn, jezeli
odnosi sie do jakiego$ punktu, odnosi sie do wszystkich innych punktéw. Ta
podstawowa jednorodno$¢ decyduje o intuicyjnie rozumianej jednorodno-
Sci przestrzeni” (s. 7-8). Ale wystarczy umownie zindywidualizowaé choéby
jeden punkt w przestrzeni, np. wyrdzni¢ poczatek uktadu odniesienia, a na-
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tychmiast wszystkie inne punkty nabieraja indywidualnosci, przestrzen zo-
staje zarytmetyzowana, niepowtarzalno$¢ jednostki przenosi si¢ z arytme-
tyki na geometrie?.

Indywidualno$é¢ liczb naturalnych jest Scisle zwigzana z mozliwo$cia ich
definiowania za pomoca definicji indukcyjnych. ,,Kazda liczba zakltada liczby
ja poprzedzajace jako racje swojego istnienia” — przypomina Weyl powie-
dzenie Schopenhauera (s. 34). Dlatego tez Weyl uwaza za pierwotniejsze
liczby porzadkowe niz gtéwne i z sympatiag odnosi sie¢ do opinii tych mate-
matykéw, ktorzy wiaza ciag liczb rzeczywistych z intuicja uptywania czasu;
aczkolwiek sadzi, te wiazanie arytmetyki z czasem tak jak sie wiaze geome-
trie z przestrzenia, i jak tego domagal sie Kant, byloby przedsiewzieciem
zbyt $mialym (por. s. 36-37).

Predylekcja Weyla do definicji indukeyjnych, czyli do przechodzenia w
uporzadkowanym ciagu od jednego elementu do nastepnego, niewatpliwie
odpowiada jego nostalgii za prosta, finitystyczng matematyka, w ktérej
wszystko daloby sie osiggnaé za pomoca skonczonej ilosci krokéw dowodo-
wych. W takim ujeciu mozna by moéowi¢ — tu Weyl przytacza powiedzenie
J. Friesa — o ,pierwotnym zaciemnieniu rozumu” (primordial obscurity of
reason), ktére polega na tym, ze ,my nie posiadamy prawdy, prawda chce,
bysmy ja osiagneli dzialaniem” (ss. 15-16). Po twierdzeniach Gédla powin-
ni$my dodad, ze jednak prawda woli, bySmy jej szukali (i nigdy nie osiagneli!)
nie catkiem formalnymi srodkami.

Ale dotychczas nie powiedzieliSmy jeszcze stowa o najwazniejszej spra-
wie: czy liczby sie odkrywa, czy sie je tworzy? Weyl wolalby powiedzieé, ze
sie konstruuje lub ze sa one tylko symbolami, ,ktoérych ksztalt jest przez nas
rozpoznawalny z pewnoscia, niezaleznie od czasu i miejsca, od szczegdlnych
warunkéw ich sporzadzenia i od drobnych réznic w ich wykonaniu” (Hil-
bert, s. 35). Kopiuja si¢ tu wszystkie trudnosci intuicjonizmu i symbolizmu.
Czyzby wiec nalezalo przyjaé istnienie liczb (jak to robil sam Godel) jako

2W zwiazku z tym przypomina mi si¢ argument Ellisa, ktérego zdaniem w przestrzen-
nie nieskonczonym wszechswiecie kazdy z nas musialby mieé nieskoriczenie wiele bliznia-
kéw, gdyz w nieskonczonej przestrzeni kazda, nawet najmniej prawdopodobna konfigu-
racja, musi si¢ powtarzaé¢ dowolng ilo$é razy (por. G. F. R. Ellis, Relativistic Cosmology:
Its Nature, Aims and Problems, w: General Relativity and Gravitation, red: B. Bertotti
in F. de Felice i A. Pascolini, Reidel, 1984, ss. 215-288, przytoczona argumentacja na
s. 262). Przyktad liczb pokazuje, ze tak wcale byé nie musi. Mozna by zaryzykowaé ,on-
tologiczne” twierdzenie: w zbiorze indywidualizowanych przedmiotéw kazde indywiduum
jest niepowtarzalne. Przyklad liczb pokazuje, ze w kazdym razie tak moze by¢: Innymi
kandydatami na unikalno$¢ we wszechswiecie bylyby wydarzenia historyczne, jednostki
ludzkie, etc.
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idealnych ale rzeczywistych obiektow, niezaleznych od tego, czy ktokolwiek
o nich my$li, czy nie? W takim ujeciu ,system liczb staje si¢ krélestwem ab-
solutnych istnien ktére sa 'nie z tego Swiata’ i ktérych odblaski tu i 6wdzie
bywaja zlapane i odbite w naszej $wiadomosci” (s. 38). Weyl dostrzega te
mozliwoé¢, ale odnosi sie do niej z rezerwa. ,,Jezeli kto$ chce mowié¢, mimo
wszystko, o liczbach jako pojeciach lub idealnych obiektach, w kazdym ra-
zie musi powstrzymaé si¢ od przypisywania im niezaleznego istnienia; ich
istota wyczerpuje sie w funkcjonalnej roli, jaka spelniaja i w ich relacjach
mniejszosci 1 wiekszoscei” (s. 36). A wiec jezeli liczby istnieja obiektywnie,
to nie jak krzesta czy kamienie, ale raczej jak elementy dziela sztuki, ktére
sa tylko o tyle, o ile spelniaja swoje funkcje w calosci.

3. Wiedza nieskonczonosci

Niezaleznie od wszelkich sporéw dotyczacych podstaw matematyki Weyl
ma jej swoja wlasna, ,robocza” definicje: matematyka to wiedza o nieskon-
czonosci. ,,Gdyby trzeba podaé jakis krétki zwrot, ktéry mialtby scharak-
teryzowaé osrodek zycia matematyki, nalezaloby powiedzie¢: matematyka
jest naukqg o nieskoriczonosei” (s. 66). Za wielkie osiagniecie Grekéw Weyl
uwaza z ,napiecia pomiedzy skonczonym i nieskonczonym uczynili oni tak
skuteczne narzedzie analizowania rzeczywistosci” (s. 66). Cytat z Hilberta
jest potwierdzeniem tego pogladu: ,Nieskoniczono$é¢ pisze Hilbert — jak
zaden inny problem — zawsze gleboko poruszal ludzkie dusze. Nieskon-
czono$é, jak zaden inny problem, wywieral plodny wplyw na umyst. Ale
nieskonczonos$é, réwniez jak zadne inne pojecie, domaga sie rozjasnienia”
(s. 66). To domaganie sie jest sila napedowa matematyki.

Nieskonczonosé w matematyce ma rézne i wielorakie oblicza. Niemal
w kazdym dziale matematyki nieskoficzono$é¢ odstania inne i, zdawaloby
sie, coraz bardziej zaskakujace swoje aspekty. Trzeba jednak zaczaé od teorii
mnogoéci, ktora — wedle ogdlnie przyjmowanego podejscia — jest najscislej
zwiazana z podstawami matematyki.

W teorii mnogosci za nieskonczony uwaza si¢ zbiér A, taki ze istnieje
jednojednoznaczne odwzorowanie zbioru na jaki$ jego wiladciwy podzbior
B. Czyli aksjomat: cze$¢ jest mniejsza od calosci. Na przyktad zbior liczb
naturalnych N jest nieskoficzony, poniewaz istnieje wzajemne jednoznaczne
odwzorowanie zbioru N na zbiér P naturalnych liczb parzystych; odwzo-
rowanie to okresla nastepujaca prosta recepta: n — 2 n, gdzie n nalezy
do N. Jezeli nie da si¢ okresli¢ tego rodzaju odwzorowania, zbiér uwaza
sie za skonczony. Weyl zauwaza, ze w takim ujeciu zbioru skonczonego
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jest wtorne w stosunku do pojecia zbioru nieskonczonego i przypomina po-
glad Kartezjusza, dla ktérego réowniez nieskoniczonosé byta pierwotniejsza
od skoficzonosci (s. 47).

Zdaniem Weyla teoria mnogosci rozstrzyga, siegajacy jeszcze Arystote-
lesa, spor o istnienie aktualnej, nieskonczonosci. Weyl pisze: ,Oto istota
teorii mnogoéci: rozwaza ona nie tylko zbidr liczb, ale réwniez calosé jego
wszystkich podzbioréw jako zamknieta klase obiektow istniejacych w sobie.
W tym sensie bazuje ona na aktualnej nieskonczonosci” (s. 46). Miedzy in-
nymi, wlaénie dzieki tego rodzaju bazie teoria mnogoéci mogta tyle osiaggnaé
w podstawach matematyki.

Inne swoje oblicze nieskoniczonosé ukazuje w matematycznej teorii kon-
tinuum. Weyl wyjasnia, co ma przez to na mysli, gdy mowi, ze szczegdlnymi
przypadkami kontinuum sa przestrzen i czas. Dzi§ wyrazenie kontinuum,
w tym znaczeniu, jest nieco przestarzale; méwi sie raczej, ze czas i prze-
strzen maja wlasnosci rozmaitosci rézniczkowych (Scilej: sa przez rozma-
ito$ci rézniczkowe modelowane). Zreszta warto przypomnied, ze to wlasnie
Weyl niemato przyczynil si¢ do utworzenia dzisiejszego pojecia rozmaitosci
rézniczkowej. Ale pozostanmy na razie przy uswieconym tradycja terminie
kontinuum (Einstein, méwiac o czasoprzestrzeni, uzywal tego terminu).

Zdaniem Weyla istote kontinuum oddaje cytat przypisywany Anaksago-
rasowi: ,Wéréd matych nie ma najmniejszych, ale zawsze jeszcze co$ mniej-
szego. Poniewaz to, co jest, nie moze przesta¢ by¢, niezaleznie od tego, jak
daleko jest dzielone na coraz mniejsze czesci” (s. 41). Dzigki tej wlasnosci,
ze przestrzen jest nieskonczona nie tylko wowczas, gdy rozciaga sie nieogra-
niczenie ("do nieskoniczonosci”); ,przestrzen jest nieskoficzona w kazdym
miejscu, niejako do wewnatrz, w tym sensie, ze kazdy punkt tej przestrzeni
moze by¢ umiejscowiony jedynie w procesie podziatu, krok po kroku, poste-
pujacym ad infinitum” (s. 41). Weyl dalej zauwaza, ze wlasnosé ta pozostaje
w sprzecznosci z potocznym pogladem, ktory sktania nas do traktowania
przestrzeni jako czego$ kompletnego i pozostajacego w bezruchu ("resting
and complete”). Przestrzenn — whbrew potocznym intuicjom — nie jest ,cato-
$cig dana réwnoczesnie”; analiza przestrzeni wymaga nieskonczonego, cho¢
zbieznego, procesu ,,dochodzenia do punktu”.

Poniewaz Swiat badany przez fizyke istnieje w przestrzennym konti-
nuum, wlasnosé ,niewyczerpalnosci” przestrzeni przenosi sie na przedmioty
fizyczne. Rzeczywisty przedmiot nigdy nie moze by¢ dany adekwatnie, jego
'wewnetrzny horyzont’ w nieskoniczonym procesie zdobywania ciagle nowych
i ciagle dokladniejszych doswiadczen [...] Z tego powodu rzeczywisty przed-
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miot nie moze by¢ dany, raz na zawsze, jako istniejacy, zamkniety i zupelny
w sobie” (s. 41). Leibniz przyznawal, ze to wlasnie tego rodzaju niewyczer-
palnosé¢ kontinuum sklonita go do pogladu, te ostatecznymi sktadnikami
rzeczywistosci sa niepodzielne monady. Oto tekst Leibniza, na ktéry powo-
tuje sie Weyl: W bycie idealnym czyli kontinuum calo$¢ wyprzedza czesci
[...] Czesci sa tylko potencjalne, natomiast w przedmiotach rzeczywistych
to, co proste, wyprzedza to, co zlozone a czesci sa dane aktualnie i wyprze-
dzaja calos¢. Rozwazania te rozpraszaja trudnosci dotyczace kontinuum,
trudnosci, ktére powstaja, gdy kontinuum uwaza si¢ za co$ rzeczywistego,
co ma rzeczywiste czesci jeszcze zanim podzial — jakikolwiek bySmy zapro-
jektowali — zostal dokonany i gdy materie traktujemy jako substancje” (s.
41). Zreszta juz znacznie wezesniej Zenon z Elei borykal sie z tymi samymi
trudnodciami!

Podobne uwagi dotycza kontinuum czasowego. I tu historia filozofii wi-
klala sie w paradoksy. Pierwsza Kantowska antynomia czystego rozumu
polega na udowodnieniu dwdch sprzecznych ze soba tez, a mianowicie: (1)
,Swiat posiada poczatek w czasie” oraz (2) ,Swiat nie ma poczatku...”3.
Dowdéd pierwszej z tych tez przebiega nastepujaco: ,Jezeli bowiem przyj-
miemy, ze Swiat nie posiada poczatku w czasie, to az do kazdej danej chwili
uplyneta wiecznosé, a tym samym uplynal nieskonczony szereg nastepu-
jacych po sobie stanéw rzeczy w $wiecie. Lecz oto nieskoniczonosé szeregu
polega wlasnie na tym, ze nie moze by¢ nigdy do konca doprowadzony za po-
moca syntezy kolejno przeprowadzanej. Nie jest wiec mozliwy nieskonczony
miniony szereg $wiatowy, poczatek Swiata stanowi przeto konieczny waru-
nek jego istnienia. To za$ nalezalo przede wszystkim udowodnié”*. Weyl
rozprawia sie z tym ,,dowodem” krétka uwaga w przypisie 7 na stronie 42.
Stwierdza on mianowicie, ze argument Kanta nie dowodzi, ze $wiat mial po-
czatek, lecz te pomiedzy dowolna chwila istnienia $wiata a jego poczatkiem
rozciaga sie nieskonczony ciag chwil (lub, jak méwi Kant, stanéw rzeczy).
Ale poniewaz czas jest kontinuum, to samo jest stuszne w odniesieniu do
kazdych dwéch, réznych od siebie, chwil®.

31. Kant, Krytyka czystego rozumu, tom I1, przekl. R. Ingarden, Bibl. Klasykéw Fil.,
PWN, 1957, s. 184. Teza i antyteza Kanta, w drugiej czeéci, moéwia jeszcze o przestrzennej
skoriczonodci (teza) i nieskoniczonosei (antyteza) swiata.

4Tamze, s. 165.

5Tego rodzaju bledne rozumowania niekiedy odzywaja, por. argumentacje K. Klésaka
za czasowym poczatkiem swiata: W poszukiwaniu Pierwszej Przyczyny Pax, Warszawa
1955, ss. 68-93. O ile mi wiadomo, potem Ks. Kldsak ten ,,dowéd” odwotal.
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4. Lokalna i globalna struktura czasoprzestrzeni

Zdazylismy juz zauwazy¢, ze Weyl nie na dtugo pozostaje w sferze czystej
matematyki. Zbyt go frapuje zagadnienie stosunku matematyki do fizycz-
nego sSwiata. W trakcie lektury tekstéw Weyla latwo zauwazyé, iz nie jest
on daleki od przekonania, te wlasnie w rozwazaniu kwestii stosunku mate-
matyki do swiata moze leze¢ klucz, lub przynajmniej cenna wskazéwka, do
zrozumienia natury poznania matematycznego. Na koniec tych, zreszta wy-
rywkowych, refleksji ,na marginesie lektury” chcialbym skupi¢ uwage nad
dwiema dygresjami Weyla na temat pewnych zagadnien zwiazanych z zasto-
sowaniem matematyki do opisu fizycznego $wiata. Pierwsza z tych dygresji
dotyczy bardziej szczegdlowej, choé o doniostym znaczeniu dla fizyki teore-
tycznej, kwestii, druga dotyczy problemu o ogélnometodologicznym znacze-
niu.

Jak wiadomo, fundamentalnym pojeciem wspolczesnej geometrii roz-
niczkowej jest n—wymiarowa rozmaitos¢ rézniczkowa. Pojecie to, zalazkowo
znajdujace sie juz w slynnej pracy Riemanna O podstawach geometrii, zo-
stalo w pelni sformalizowane w latach trzydziestych przez Whitney’a, ale
praktycznie juz Weyl posiada i w pelni wykorzystuje (por. ss. 78-91). Donio-
stoéé tego pojecia dla fizyki polega na tym, ze 4—wymiarowa rozmaito$é¢ réz-
niczkowa modeluje czasoprzestrzen, a czasoprzestrzen, z kolei, jest sceng na
ktorej rozgrywaja sie wszystkie procesy (makroskopowej) fizyki®. Z ogélng
teoria wzglednosci, ktora jest teoria czasoprzestrzeni i grawitacji, wiaze sie
tzw. zasada Macha. Méwiac najogdlniej jest to postulat domagajacy sie,
by lokalne wtasnosci czasoprzestrzeni byty jednoznacznie okreslone przez
jej globalng strukture, np. przez rozklad materii w czasoprzestrzeni. Spory
wokoél zasady Macha maja bardzo dlugg historie i ciagle jeszcze inspiruja
wiele aktualnych badan w fizyce relatywistycznej”. W trakcie dyskusji zwro-
cono uwage, ze pewne elementy ,anty-machowskie” kryja sie w samym po-
jeciu rozmaitodci: n—wymiarowa rozmaitosé rézniczkowa lokalnie musi mieé
wszystkie wlasnosci topologiczne i rozniczkowe takie same jak n—wymiarowa

6Na temat rozmaitosci rézniczkowej jako modelu czasoprzestrzeni por. np. moje ar-
tykuly: Matematyczny model czasoprzestrzeni, ,Roczniki Filozoficzne” (KUL), 23, 2.3,
1975, 21-36; The Manifold Model for Space—Time, ,,Acta Cosmologica”, 10, 1981, 33-51;
Relativistic Model for Space—Time, ibid., 10, 1981, 53-69.

7Obszerniej por. J. D. Raine, M. Heller, The Science of Space—Time, Pachart, Tucson
1981.
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przestrzen Euklidesowa, niezaleznie od jakichkolwiek swoich wlasnosci glo-
balnych?®.

Weyl niezwykle jasno dostrzegt caly problem. Zgodnie z zasadami ogol-
nej teorii wzglednosci, globalnie czasoprzestrzen moze mie¢ bardzo rézna
geometryczna strukture ale w ,malym lokalnym otoczeniu” czasoprzestrzen
musi by¢ zawsze taka jak w szczegdlnej teorii wzglednoscei ($cilej: przestrzen
styczna do czasoprzestrzeni zawsze musi by¢ przestrzenia Minkowskiego).
W tym sensie — powiada Weyl — | nie ma miejsca na zadna nieokreslonos¢
i mozemy wiec powiedzie¢, ze natura metryki jest taka sama w kazdym
punkcie” (s. 87, podkreslenia Weyla). W takim znaczeniu, i jedynie w ta-
kim znaczeniu, globalna struktura czasoprzestrzeni nie ma wplywu na jej
strukture lokalna. Nie jest jednak prawda, ze globalna struktura nie moze
zupelnie wplywaé na to, co dzieje si¢ w ,malym otoczeniu”, a mianowi-
cie moze ona wplywaé na swojego rodzaju ,orientacje’ lokalnych uktadéw
wspoélrzednych (wyraz ,orientncja” jest tu uzyty obrazowo, nie w technicz-
nym znaczeniu uzywanym w topologii czy geometrii rézniczkowej). Uklad
wspoélrzednych, w ktorym metryka przyjmuje standardowa posta¢ metryki
szczegllnej teorii wzglednosci (metryka Minkowskiego), ma swoista orien-
tacje” w stosunku do catosci i ,orientacja” ta moze zmienia¢ si¢ od miejsca
do miejsca.

Weyl wyjasnia: ,,Uzywamy analogicznego wyrazenia w geometrii Eukli-
desa, gdy méwimy, ze rézne szeSciany (o danych rozmiarach) sa tej samej
natury, r6znig sie jedynie swojg orientacja. Natura metryki jest jedna i dana
absolutnie; tylko wzajemna orientacja (ukladéw wspélrzednych) w réznych
punktach moze ulegaé¢ ciaglym zmianom i w zaleznoéci od rozktadu materii
(w czasoprzestrzeni). Przestrzen Euklidesa mozna poréwnaé do krysztalu,
utworzonego z takich samych, niezmiennych atoméw, ulozonych w regularna
i niezmienng sie¢; przestrzen Riemanna mozna poréwnaé do cieczy, sktada-
jacej sie z takich samych, nierozréznialnych i niezmiennych atoméw, ktérych
ulozenie i orientacja jest jednak ruchome i zalezne od sit dziatajacych na
nie” (s. 87-88). Te glebokie, choé¢ niemal oczywiste, uwagi powinien prze-
mysle¢ kazdy, kto zastanawia sie nad problemem Macha w ogdlnej teorii
wzglednosci.

8Por. ibid., s. 227 i nast.
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5. Z doktadnoscia do izomorfizmu

Druga dygresja, dotyczaca zastosowania matematyki do analizy i opisu
przyrody jest tyle prosta co i gleboka. Wiaze si¢ ona z pojeciem izomorfizmu.

Rozwazmy pewien uktad S; przedmiotéw, pomiedzy ktérymi zachodza
relacje Rll, R;,, ... Niech takze bedzie dany inny uklad So przedmiotéw i re-
lacji R;,RIQI pomiedzy nimi. Natura przedmiotéw i relacji nalezacych do
obu tych ukladéw moze by¢ zupelnie rézna. Zalézmy, ze istnieje regula,
taczaca w sposob wzajemnie jednoznaczny w pary przedmioty uktadu Sp
z przedmiotami ukladu Sy w ten sposéb, ze jesli pomiedzy przedmiotami
nalezacymi do Sy zachodzi relacja np. R;, to miedzy odpowiadajacymi im
zdarzeniami nalezacymi do S zachodzi relacja np. Rs (a wiec pomiedzy
relacjami Ry, R/lz Rs, RIQ takze istnieje wzajemnie jednoznaczne przypo-
rzadkowanie). Regule o tych wlasnosciach nazywamy izomorfizmem lub od-
wzorowaniem izomorficznym a uktady S; i S2 izomorficznymi.

Mozna orzec, ze uktady izomorficzne posiadaja te sama strukture. Kazde
twierdzenie dotyczace ukladu Si, ktére mozna sformulowaé przy pomocy
relacji Rl,Rll... jest réwnoczesnie stuszne odnosénie ukladu So, jezeli tylko
relacje Rl,R/1 zastapi¢ relacjami RQ,RIQ... i odwrotnie: kazde twierdzenie
dotyczace Sy jest shuszne odnoénie Sy, przy odpowiednim zastapieniu rela-
cji, zupelnie niezaleznie od ,tresci” obu zestawéw relacji. Poniewaz ,tres¢”
relacji nie gra tu zadnej roli, relacjom nalezacym do obu zestawéw mozemy
nadaé te same nazwy np. R, R.. W tym sensie zbior wszystkich punktéw
w przestrzeni Euklidesa jest uktadem izomorficznym ze zbiorem wszystkich
mozliwych tréjek liczb. Relacje zachodzace zaréwno miedzy punktami, jak
i trojkami liczb, sg prawami geometrii Euklidesa. Odkrycie tego izomorfizmu
przez Kartezjusza stworzylo geometrie analityczna.

W geometrii Euklidesa nie wazna jest ,natura” rozwazanych przedmio-
tow, lecz tylko relacje, jakie pomiedzy nimi zachodza. Geometria nie rozréz-
nia, czy sa to punkty, czy tréjki liczb. Wyktadowca chcac wskazaé ,nature”
obiektu, musi narysowaé kreda na tablicy punkt lub napisaé tréjke liczb.
Samej geometrii jest dokladnie obojetne, ktora z tych dwu interpretacji wy-
kladowca wybierze (w wyborze bedzie si¢ on kierowaé jedynie wzgledami
dydaktycznymi). Powiadamy, ze geometria okresla swoje przedmioty z do-
kladnoscig do izomorfizmu.

Sa to sprawy doskonale znane i zupelnie elementarne. Ciekawy (choé
w gruncie rzeczy niemal oczywisty) jest metodologiczny wniosek, jaki z nich
Weyl wyprowadza. Gdy stosujemy jakas teorie matematyczna do opisu
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Swiata fizycznego, dana dziedzing Swiata mozemy identyfikowaé z doktad-
nodcia do izomorfizmu. Jezeli istnieje cos takiego jak ,natura” czy .istota”
przedmiotéw, siegamy do niej aktem bezposredniej intuicji czy ogladu. Akt
taki ,wnika” w konkretny, ten a nie inny, obiekt; nie odbywa si¢ on ,z do-
ktadnoécia do izomorfizmu”. Natura punktu jest rézna od natury ukiladu
trzech liczb, ale réznice te chwytamy bezposrednim ogladem punktu lub
tréjki liczb. Opis matematyczny, zawsze tylko z dokladnoscia do izomor-
fizmu, ogranicza sie do ukladu relacji pomiedzy przedmiotami, nie intere-
sujac sie ,prawdziwa natura’ tych przedmiotéw. I wtasnie dlatego pozna-
nie w zmatematyzowanych naukach przyrodniczych jest tylko fenomena-
tistyczne czyli zjawiskowe a nigdy istotowe. Fakt ten stanowi proste na-
stepstwo stosowania matematyki do opisu przyrody. Nie jest to wiec ,opis
zewnetrzny”, nie naruszajacy samego opisywanego przedmiotu; opis mate-
matyczny rownoczes$nie ten przedmiot preparuje. Matematyka okazuje sie
skutecznym, ale i brutalnym narzedziem opisu $wiata. (Por. ss. 25-27).

6. Konstrukcje i obrazy idei

W przedmowie napisanej w r. 1947 do Philosophy of Mathematics and
Natural Science Weyl wyznaje, ze w miare uplywania lat stal sie bardziej
ostrozny, gdy idzie o wyciaganie metafizycznych wnioskéw z nauki i jej roz-
woju. Nic dziwnego, wszak byly to lata przemoznych wplywoéw neopozyty-
wizmu i silnych tendencji antyfilozoficznych. Lecz Weyl jest zbyt glebokim
mysélicielem, by poddaé¢ si¢ modnym pradom. ,,Ale jednak — pisze dalej —
nauka zginetaby bez wsparcia ze strony wiary w prawde i rzeczywistosé, bez
nieustannego rezonansu pomiedzy faktami i konstrukcjami z jednej strony
a obrazami idei z drugiej” (s. VI). Jest to rodzaj wyznania wiary myséliciela;
wiary, ktora profesje uczonego zamienia w Wielka Przygode zycia.



